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PRÉFACE. 



L'Ouvrage dont nous publions aujourd'hui le premier 
Volume est, dans son ensemble, la reproduction des leçons 
que nous professons depuis quelques années à TÉcole Poly- 
technique. Nous y avons seulement ajouté, sur certains 
points, quelques développements nouveaux, mais sans altérer 
le caractère général de ce Cours. 

Il formera trois Volumes, consacrés : le premier, au Calcul 
différentiel; le second, à la Théorie des intégrales; le troi- 
sième, à rintégration des équations différentielles et aux élé- 
ments du Calcul des variations. Ce dernier Volume se termi- 
nera par un Supplément sur quelques théories importantes, 
mais dont l'exposition exige plus de développements que 
n'en comporte le cadre d'un cours, dont l'objet essentiel est 
d'exposer les principes généraux du Calcul infinitésimal, 
plutôt que d'en multiplier les conséquences. 

Nous avons apporté un soin particulier à l'établissement 
des théorèmes fondamentaux. Il n'en est aucun dont la dé- 
monstration ne soit subordonnée à certaines restrictions. 
Nous nous sommes efforcé d'apporter dans cette discussion, 
parfois délicate, toute la précision et la rigueur compatibles 
avec un enseignement élémentaire. Nous aurons d'ailleurs à 
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revenir, dans le Supplément, sur quelques-unjss de ces dé- 
monstrations. 

On trouvera en outre, dans ce Livre, d'assez nombreuses 
applications, choisies, autant que possible, parmi celles qui se 
rattachent à quelque théorie générale d'Analyse, de Géomé- 
trie, de Mécanique ou de Physique mathématique, de préfé- 
rence à celles qui ne sont que de simples exemples de calcul. 

Une série d'Exercices clora d'ailleurs ce dernier Volume. 

Ayant à faire un Livre d'enseignement, qui ne peut pré- 
tendre à la nouveauté, nous nous sommes cru autorisé à nous 
inspirer largement des travaux de nos devanciers, le plus 
souvent sans les citer. Nous avons consulté de préférence, 
pour la rédaction du présent Volume, les Ouvrages de 
MM. Hermite, Serret, Hoûel et le grand Traité de M. Ber- 
trand. 

Nous devons tous nos remerciements à M. Humbert pour 
la part active qu'il a bien voulu prendre à la correction de 
nos épreuves. 
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INTRODUCTION. 



I. Les Mathématiques sont la science des quantités. Elles 
se divisent en plusieurs branches, suivant la nature des gran- 
deurs soumises au calcul. On y distingue principalement 
l'Arithmétique, la Géométrie, la Mécanique, la Physique 
mathématique, le Calcul des probabilités. 

Ces diverses branches ont pour lien commun l'Algèbre, 
qu'on pourrait définir le calcul des opérations. 

II. On peut établir dans les Mathématiques une autre clas- 
sification, ron4éey non plus sur l'objet de la science, mais sur 
ses méthodes. A ce nouveau point de vue, nous aurions à 
distinguer deux sortes d'Analyse : 

1" Celle des quantités discontinues; 

2^ Celle des quanytés continues. 

Dans la première, on cherche les relations qui existent 
entre certaines quanti té4 fi'xVs données a ^/ïo/7. Cette mé- 
thode est employée dans les parties élémentaires des Mathé- 
matiques, et plus spécialement en Arithmétique et au début 
de la Géométrie, sauf pour un petit nombre de théorèmes 
fondamentaux, dont la démonstration exige la notion des 
quantités incommensurables. 

Dans l'Analyse des quantités continues, on considère au 
contraire les éléments de la question proposée comme sus- 
ceptibles de varier par degrés insensibles, et l'on cherche à 
déterminer les lois qui régissent leurs variations simultanées. 
J. — Cours, I. I 



2 INTRODUCTION. 

Cette méthode, dont Euclide et Archimède avaient donné 
autrefois de remarquables exemples, était tombée en oubli 
pendant plusieurs siècles, lorsque la mémorable découverte 
de Descartes sur Tapplication de l'Algèbre à la théorie des 
courbes obligea les géomètres à y revenir, pour résoudre les 
deux questions qui s'imposaient à eux, le problème des tan- 
gentes et celui des quadratures. 

III. L'ancienne définition de la tangente, une droite qui 
n*a qu* un point commun avec la courbCy cessait en effet 
d'être applicable en dehors des coniques. On dut en imaginer 
une nouvelle, ainsi conçue : 

La tangente est la limite vers laquelle tend une sécante 
qui tourne autour d^un de ses points d* intersection avec 
la courbe, lorsque son second point d^ intersection se rap- 
proche indéfiniment du premier, 

IV. Cherchons, d'après cette définition, la tangente à la 
parabole y =iX' au point dont les coordonnées sont Xy j\ 
Soient x-h A, jk + A* les coordonnées d'un second point de 
la courbe. La sécante qui les joint aura pour équation 

On a d'ailleurs 

y — x^ y-\-k — {x^hy, 



d'où 



k^::2hx -h h^, T =:2X -h h, 



et par suite 

Y-^y—{2x-hh){X—x). 

Si le second point se rapproche du premier, h tend vers 
zéro; on aura donc, pour l'équation de la tangente, 

Y — y ^:^2X{X — x), 

V. Pour donner une idée du problème des quadratures, 
nous allons chercher l'aire comprise entre la parabole. Taxe 
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des X et une droite x=.a^ parallèle aux y. Divisons la dis- 



a 



tance OA = a en /i parties égales {Jig' i), et soit A = - la 

longueur de cbacune d^elles. Traçons les ordonnées corres- 
pondantes ^ et par les points où elles rencontrent la courbe 
menons des parallèles à Taxe des j:. L*aire cherchée S sera ainsi 
décomposée en une somme de trapèzes curvilignes dont cha- 
cun sera lui-même composé d*un rectangle et d'un triangle 
curviligne. 

Fig. I. 




L'aire de chaque rectangle est facile à évaluer. Soit BCDE 
le (/n + I***"*) d'entre eux. On aura 



d'où 



BD = 



et enfin 



OBr 


ma 

— y 
n 




m} a} 


et BC:i 


a 

- — y 
n 


BCDE 


m}a^ 





n- 



La somnie des aires des rectangles sera donc 

/*' on* 

_ a{a — h){'xa — h) 
~ 6 
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Les triangles seraient plus difficiles à évaluer; mais on 
peut avoir une limite supérieure de Taire de chacun d'eux. 
Soit, en effet, FF = k„i la hauteur du ^triangle DEF. 11 est plus 
petit que le rectangle DEFG, dont Taire est hkm- 

On aura donc 

^ a(a — h)(2a — h) a(a — h){'?.a — k) , ,, . , 

S> jT < g h/i(A-i-h...-f-A:„), 

et, a fortiori, en remplaçant les n quantités k^, ..., Âr„ parla 
plus grande d'entre elles k et remarquant que nh = a, 

c, a(a — h)('ia — h) , 

S < ^ H- ak. 

o 

Faisons maintenant tendre h vers zéro; k tendant égale- 
ment vers zéro, les deux quantités entre lesquelles S se trouve 

comprise tendront toutes deux vers la limite commune '^• 
Donc S = - 



a» 



VI. Les solutions des deux problèmes précédents offrent ce 
caractère commun de reposer sur l'introduction d'une quan- 
tité hf que Ton fait tendre vers zéro. 

Lorsqu'une quantité variable tend ainsi vers zéro ou vers oo , 
on dit qu'elle est infiniment petite ou infiniment grande. 

Mais il ne faut pas se laisser égarer par ces dénominations. 
Il n'y a pas, à proprement parler, d'infiniment petit, une quan- 
tité plus petite que toute quantité donnée étant évidemment 
nulle. Quant à l'infini, il échappe à toute mesure et ne sau- 
rait entrer dans un calcul. 

Les deux questions que nous venons de traiter mettent 
d'ailleurs en évidence les deux manières de faire intervenir 
les infiniment petits dans l'Analyse : 

1° Ou bien les quantités que l'on cherche se déterminent 
comme le coefficient angulaire de la tangente, en trouvant 
la limite du rapport de deux quantités infiniment petites; 

a'* Ou bien on les divise (comme l'aire S) en éléments 
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infiniment petits (les trapèzes curvilignes) que Ton décompose 
eux-mêmes en deux autres (rectangle et triangle), de telle 
sorte que l'une des deux sommes (celle des rectangles) ait 
une limite facile à évaluer et l'autre (celle des triangles) une 
limite nulle. 

VII. Soient h une quantité infiniment petite, k une quan- 
tité qui en dépende. Lorsque h tend vers zéro, il peut se faire 

que -T ne tende vers aucune limite déterminée. Soit, par 

exemple, k = h sin t • H est clair que le rapport . =^ sin t os- 
cillera indéfiniment entre + i et — là mesure que h se rap- 
prochera de zéro. 

k 

Supposons au contraire que r tende vers une limite déter- 
minée. Suivant que cette limite sera nulle, finie ou infinie, on 
dira que k est un infiniment petit d'un ordre supérieur, égal 
ou inférieur à l'ordre de h. 

On précisera cette notion en disant que k est d'ordre oipar 

k 
rapport à A, si le rapport -j— tend vers une limite finie et dif- 
férente de zéro, lorsque h se rapproche de zéro. D'après cette 
définition, h sera du premier ordre, une quantité finie sera 
d'ordre zéro, une quantité infinie sera d'ordre négatif. 

VIII. Si k est d'ordre a, on aura 

A étant une quantité finie et e un infiniment petit. On en 

déduit 

k — A/i«-f-6/i«. 

Le premier terme de cette expression se nomme la valeur 
principale de k. Il représente k avec une erreur relative d'au- 
tant plus faible que h sera plus petit. 

Si cette première approximation ne suffit pas, on cherchera 
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la valeur principale du terme complémentaire eA". Soit 

B élant fini et £« infîniment petit. Nous aurons pour k cette 
seconde valeur 

approchée jusqu'à l'ordre p. 

On chercherait de même, si c'était nécessaire, la valeur 
principale de Si h^, et ainsi de suite. 

IX. La détermination des valeurs principales des infiniment 
petits, et leur développement en série suivant les puissances 
de h y qui en est la conséquence, formeront l'objet de la pre- 
mière Partie de ce Cours. 

La solution de ce problème fondamental fournit une mé- 
thode d'approximation précieuse dans toutes les applications 
des Mathématiques ; mais là ne se borne pas son utilité : elle 
permet d'obtenir, comme nous allons le montrer, des résul- 
tats d'une rigueur absolue. 

Supposons qu'une quantité inconnue x soit égale à la li- 
mite du rapport de deux infiniment petits du même ordre, k 
et /, ayant respectivement pour valeurs principales AA* et 
BA*. On aura rigoureusement 

A 
B 

On a, en effet, 

X:=:AA«(n £), /- BA«(r4-Tj), 

e et Y) étant des quantités infiniment petites. On en déduit 

k A(i-he) A A(£ — tJ 



/ B(i-hT,) B B(i-i-T,) 
et, en passant à la limite, 

A , . A C e — Tj ) A 

e et 71 ayant pour limite zéro. 
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X. Supposons, d'autre part, que pour obtenir une quantité 
inconnue x nous l'ayons décomposée en une somme d'élé- 
ments infîniment petits A'o k^j > • -, tous positifs. 

Soient /72|y m2, ... les valeurs principales de ces éléments. 

On aura 

A'i = /ni(n-s,), 

A-, := 7^,(14-62), 



.r =: Xtj -+- Atj -H . . . ^= Wj H- mj H- . . . -h 6, mj -f- Ej /?i| -h . . . , 

Si, £2, ... étant des quantités inGniment petites. Soient e et r, 
]a plus petite et la plus grande d'entre elles. On aura évi- 
demment 

d'où, en passant à la limite, 

X ■=: lira (m, H- mj 4- . . . ) • 
On a donc ce théorème : 

Dans Véi'ciluation de la limite d^un rapport ou d^une 
somme' d* infiniment petitSy on peut, sans erreur aucune, 
remplacer ces infiniment petits par leurs valeurs princi- 
pales, 

XI. La considération des infiniment petits était familière 
aux géomètres du xvii* siècle; mais c'est à Newton et à Leibnitz 
que revient la gloire d'en avoir formé un corps de doctrine 
systématique, qui porte le nom de Calcul infinitésimal on 
Théorie des fonctions. Ce nouveau Calcul, développé par 
leurs successeurs, etprincipalementpar les Bernoulli, d'Alem- 
bert, Euler, Lagrange, Cauchy, Gauss, Abel et Jacobi, for- 
mera l'objet de ce Cours. Il se divise en deux branches dis- 
tinctes : le Calcul différentiel et le Calcul intégral. 

Le Calcul différentiel résout le problème suivant : 

Connaissant les relations qui lient plusieurs quantités 
variables, trousser celles qui existent entre leurs variations 
infiniment petites. 
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Le Calcul intégral pose la question inverse : 

Des relations qui lient les variations, déduire celles qui 
existent entre les variables. 

Dans les applications de l'Analyse aux phénomènes natu- 
rels, ces deux problèmes pourraient se formuler ainsi ; 

1** Des effets étant mesurés, remonter à leurs causes. 
a" Les causes étant connues, calculer leurs effets. 
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DÉRIVÉES ET DIFFÉREiNTIELLES. 



I. -- Définitions. 

1. SI deux quantités variables x eiy sont liées entre elles 
par une relation, on peut choisir arbitrairement Tune d'elles 
comme variable indépendante, et Ton dira que l'autre va- 
riable est une /onction de la première. 

Soient, plus généralement, x, y, z^ ... des variables en 
nombre m-h n, liées entre elles par m relations. On pourra 
choisir n de ces quantités pour variables indépendantes, et 
les autres en seront des fonctions. 

Une fonction d'une variable x peut se désigner par le sym- 
bole /(x); si l'on considère simultanément plusieurs fonc- 
tions différentes, on pourra les désigner respectivement par 
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F(x), ç(^), ... en changeant la lettre initiale de la notation 
précédente. 

Une fonction de plusieurs variables Xy y, ... se représente 
par la notation analogue /(^,jKî •••)•• 

2. Nous allons passer rapidement en revue les diverses 
fonctions d^une variable que fournissent les éléments des 
Mathématiques. 

!*• On rencontre d'abord \gs polynômes, ova fonctions en- 
tières, définies par des équations de la forme 

y— A.r"*-i- Bx'*-h 

où nij /?,... sont des entiers et A, B, . . . des constantes. 

Leur propriété fondamentale, démontrée pour la première 
fois par d'Alembert, est exprimée par le théorème suivant, 
qui sera établi dans ce Cours : 

Toute fonction entière de degré m peut être décomposée 
en un produit de m facteurs du premier degré {à coeffi- 
cients réels ou imaginaires), 

2° En second lieu viennent \qs fractions rationnelles, qui 
s'obtiennent en formant le quotient de deux polynômes. 

La fraction rationnelle est dite simple si elle a pour numé- 
rateur une constante, et pour dénominateur un polynôme du 
premier degré, ou une puissance d'un semblable polynôme. 

Nous verrons que toute fraction rationnelle peut être 
exprimée par la somme d* une fonction entière et dUin cer- 
tain nombre de fractions simples, 

3® Les deux classes de fonctions qui précèdent rentrent 
comme cas particuliers dans celle des fonctions algébriques, 
définies par une équation de la forme 

Ax'^yv--^ Bœ'^y-h. . . — o, 

où les coefficients A, B, . . . sont des constantes, et les expo- 
sants m, [Jt, /i, V, . . . des entiers. 

Soit [JL le degré de l'équation par rapport à^; à chaque 
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valeur de x correspondent y en vertu du théorèine"de d'Alem- 
bert, [X valeurs distinctes de la fonction }\ 

Ce fait analytique remarquable établit une différence tran- 
chée entre ces nouvelles fonctions et les fonctions entières 
ou rationnelles. 

4" Enfin viennent les fonctions non algébriques, ou trans- 
cendantes. Les plus simples sont les suivantes : 

La fonction v = jc"' (//i incommensurable^. 

La fonction exponentielle y ^^ a-^. 

La fonction logarithmique y = log jr, inverse de la pré- 
cédente. 

Les fonctions trigonomé triques, sinjr, cosx, tangjr, etc., 
et leurs inverses arcsinx, arccoso:, arctangj?, etc. 

3. On dit qu'une fonction y .=- f(^x) est continue pour la 
valeur x-.= a si, quelque petite que soit la quantité e, on 
peut toujours déterminer une seconde quantité Tj telle que 

l'on ail 

/ia-^h)-/{a)<z 

pour toutes les valeurs de h comprises entre — y; et -h r^. 

La fonction y(jr) sera continue dex:^akx==:b si elle 
est continue pour toutes les valeurs de r comprises dans cet 
intervalle. Elle sera continue aux empirons de la valeur a, si 
Ton peut déterminer un intervalle comprenant le point a et 
dans lequel elle soit continue. 

De même une fonction de plusieurs variables z =f(x,y) 
sera continue pour x=- a, y'^^ b si, quelque petit que soit e, 
on peut déterminer r^ de telle sorte que Ton ait 

/{a -f /i, b-^k) —f{a, b) < e 

tant que h el k seront compris entre — r, et -f- Tj. 

On exprime souvent cette idée d'une manière plus courte, 
mais moins précise, en disant qu'à tout système d'accrois- 
sements infiniment petits donnés aux variables correspond 
pour la fonction un accroissement infiniment petit. 
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Il est clair qu'une fonction quelconque est discontinue 
pour les systèmes de valeurs des variables qui la rendent in- 
finie ou indéterminée. 



II. — Dérivée et différentielle d'une fonction d'une seule 

variable. 

4. Soilj'=/(x) une fonction de x. Si nous donnons à 
cette variable un accroissement infiniment petit Aj:,jk prendra 
un accroissement A/ =/(j7 + Ax) — f{Xjy). 

Supposons que ^x tende vers zéro; — tendra vers une li- 
mite qu'on appelle la dérwéeàey. Il est clair que cette limite 
dépend en général de la valeur initiale donnée à x» Ce sera 
donc une fonction de x. Nous la désignerons avec Lagrange 
par^ ovif'{x)y ou avec Cauchy par Dj' ou D/(x), 

On sait d'ailleurs qu'il peut arriver que -^ tende vers oc 

ou ne tende vers aucune limite fixe. Dans ce cas, f'{x) serait 
infinie ou indéterminée. 

Il est clair qu'une fonction est continue aux points où sa 
dérivée est finie et déterminée, car son accroissement ^y cor- 
respondant à un accroissement infiniment petit de x, étant 
sensiblement égal à /'(x) ^x , sera infiniment petit et de 
même ordre que A:r. 

On a longtemps admis, sans preuve suffisante, que, réci- 
proquement, si la fonction y est continue, sa dérivée y sera 
finie et déterminée, sauf pour certaines valeurs isolées 
données à la variable. 

Cette assertion est trop absolue. On a donné récemment 
des exemples de fonctions continues dont la dérivée est tou- 
jours indéterminée. Mais ces fonctions anormales ne seront 
pas abordées dans ce Cours. Nous nous bornerons à étudier 
les fonctions continues qui satisfont au postulatum ci-dessus. 
Elles offrent déjà un champ fort vaste, car, parmi les fonctions 
en nombre infini qu'elles embrassent, se trouvent, ainsi que 
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nous allons le voir, loutes celles qui sont connues par les élé- 
ments des Mathématiques. 

5- Dérivée de x^ {m étant entier et positif ). — On a, par 
définition, 

{jc'^y z=i lim ^^ 



=:lim 



m {m — f ^ 

m j?"»-* ^x H j:"»-' ^œ^ 4- ... H- Aj?"» 

2 

\x 



!• r -. i mim — i) . .1 

=: lim mx"^-^ -\ ^"» -» A:c -f . . . -r iix'^- * 



=: m^'"-*. 



6- Dérivée de smx, — On aura 



, . ,, ,. sîn (.r -I- A.r') -- sîn.r 
(sinj:) =1 Iim 



Aj7 

. Lx 
2 sin — CCS 

t^ lira 



(--t) 



Ax 



. A,r 
sin — 

r= ces j; lim 



JAx 

^^r^ A.X' , . , . . Aj7 

Or — ? étant un petit angle, sera compris entre sin — et 

. A.r . Aj7 

sin — sin — 

\/K 2 2 . A.37 

tang — = Donc est compris entre i et cos — • 

ces — - Aj: 

2 2 

^x 
Mais, lorsque Ao: tend vers zéro, cos — tend vers Tunité; on 

aura donc 

. A.r 
sm — 
.2 
lim -5 i^i, d'où (sinar)'= C0SJ7. 

-}- Aj7 
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7. Dérivée de logj?. — On aura 

1 / ^ 1 loff ( 1 -I — ^ 1 
(Iofirj7)'r=lim — î^-^ r=liin • 

A.zr l 

Pour déterminer cette limite , posons — = - . Lorsque Aj; 

oc tv 

*endra vers zéro, n tendra vers oo . On aura d'ailleurs 

log( !+---) ^ ^, ^ . ^,„ 
= - log l -h - ) ~ - \ivA I -h - ) • 

X,c X \ nj Jc \ nj 
(logx)'=:lim- — log lira ( I -h - • 



( 



8. Il nous reste à démontrer que, lorsque n tend vers ao , 

1-4 — I tend vers une limite fi\e, et à déterminer cette 

limite. 

1° Supposons d'abord qu'on donne à n une série de valeurs 
positives, entières, indéfiniment croissantes. La formule du 
binôme donnera 



( 



A" I n(n — j)...(n — m -'- i) i i 

nJ n 1.2... m /t"* n'* 

= 1 -h 4... \- (l )--(i— ^ I -h.... 

I i.2.../nL\ 'v \ *'* /J 

Les facteurs i j • • • » i ? • • • étant positifs el 

n n ^ 

moindres que l'unité, les divers termes de cette expression 
seront positifs et moindres que les termes de la suite 

Sa — I 4- - f- . . . -h 



I . Q . . . //i 1 . 2 . . . /^ 

On aura donc constamment 
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d'où 



(i) lim^-f-M <limS«^i 



I I 

1.2 1.2.3 



Mais, d'autre part, m désignant un entier constant quel- 
conque, on aura 



(-;)" 



>I_| H...-r- (l )---(l— — î- I , 

1 i.2.../n\ n \ n 



car les termes suivants du développement, que nous négli- 
geons, étaient tous positifs. 
On aura donc 



1 



(2) 



im-(i-i-l)" 

= lim I -H H- ... H ( I — - V • • ( I — ^' ~ ) 

L ^ i.2...w\ nj \ n J] 



^ I 


I 

. .4 

1 . 2 ... m 


car les facteurs i — 


1 
- — > • • • > I — 
n • 


limite l'unité. 


. 



ont évidemment pour 



n 



Le nombre m étant un entier quelconque qu'on peut sup- 
poser aussi grand qu'on veut, les inégalités (i) et (2) montrent 
qu'on aura exactement 



lira ( iH — I H 1 1 

\ n / 1 1.2 1.2. 



• • • • 



La valeur numérique de celte série se désigne générale- 
ment par e. Elle est aisée à calculer avec une grande approxi- 
mation. On trouvera e = 2, 7 1828 1828. ... 

2^ Supposons maintenant que l'on donne à n une série de 
valeurs positives indéfiniment croissantes, mais qui ne soient 
plus nécessairement entières. Soient/? et/? -h i les deux en- 
tiers entre lesquels n se trouve à chaque instant compris. On 
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aura évidemment 



mais 



('+;r+-i)'<''+^' <'■*-' ' 



{..^•^yJ-^"'-'^ 



p-hi 

p ~ 



1 

IH 

/>-hI 



1 

p 



pj \ pj \ p 

D'ailleurs, p est supposé croître indéfiniment; donc i -{ 

et I H auront pour limite l unité , et ( i -î | et 

/> + ! ^ \ p) 

1 I H 1 auront pour limite e. Donc les deux quan- 
tités entre lesquelles ( i -i — | est comprise, et par suite cette 

quantité elle-même, ont pour limite e. 

3° Supposons enfin qu'on donne à n des valeurs négatives 
îndéGniment croissantes en valeur absolue. Posons n^=^ — n!\ 
il viendra 



('-^^)"-('-;7-Vir"'-('+^) 



;/'^-l 



= 1 + 



I \»',' I \ 



Or, n! tendant vers oo , le premier facteur tendra vers e, le 
second vers Tunité. La limite cherchée sera donc encore 
égale à e. 

On aura donc 

Le seul système de logarithmes employé dans les formules 
de l'Analyse est celui dont la base est e. On leur donne le nom 
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de logarithmes népériens. Dans ce système, on aura évidem- 
ment loge = I , d'où 

9. Voici maintenant quelques théorèmes généraux qui 
nous permettront d'obtenir, sans nouvelle recherche, la dé- 
rivée d'une foule de fonctions. 

Dérivée d'une somme, — Soit ^ = m -[- p — çv une somme 
algébrique de fonctions dont les dérivées soient connues. On 
aura évidemment 

Ar Am A«^ Aiv 

et, en passant à la limite, 

, ,. Ay ,. Am ,. Ac ,. ^w / , , 

y z=: lim -i^ =r lim h lim Iim — = w -h r — iv . 

•^ A.r Aj; Aj7 Ao: 

10. Dérivée d'un produit. — Soit y = uvy u el v ayant 
des dérivées connues u' elv'. On aura 

Ay (1/ -H A(/) ((^ H- Ac) — W(> ^" / , -^^^ 

AJ7 Aj7 Ao? ' A.r ' 

Ay ,. Al/ » X 1- ^^ / , 

K r=: lim-^ =Iim-— Iimfi'H- Ai')-+- Umu — -=i u'v -h uv . 
Xv Ix Aj? 

Si le produit contenait plus de deux facteurs, on raison- 
nerait de même. On obtient ainsi la règle suivante : 

Pour obtenir la dérivée d'un produit, il faut prendre 
/a dérivée de chaque facteur, la multiplier par le produit 
des autres facteurs et ajouter les résultats. 

Remarques. — i° Si l'un des facteurs du produit est con- 
stant, sa dérivée est nulle. En effet, u étant constant, par 

Al£ 

hypothèse, on aura, quel que soit A^, Am = o, d'où — = o, et 
par suite w'= o. 

J. — Cours, I. 2 
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a^ Les résultats ci-dessus permettent d'obtenir la dérivée 
d'une fonction entière quelconque, 

car l'application des règles précédentes donnera immédia- 
tement 

y=zmAx"^-^-\- /iBa?'»-*-^- 

H. Dérivée <tun quotient. — Soit r = -• On aura 

« -h Am u \u Al' 

Ar V H- Ar r A.r A.r 

Aj: Aj7 i'(('-+-Ar) 

et, à la limite, 

, Vff' — tiv' 

Cette formule permet de trouver la dérivée de toute frac- 
tion rationnelle. 

12. Dérivée d^ une fonction de fonction, — Soit/= F(w), 
u=f{x) étant lui-même une fonction de x; on aura évi- 
demment 

A)* A>' Itf , 

AJ7 lu IX 

d'où 

y =:\lm^ =i\[m^ Vim^ — V\u)u'=i F'[f{x)]f\x), 
^ Ix au Ix ^ ^ Ly \ / j y \ / 

13. Dérivée d^ une fonction inverse, — Soit^=/(jr) une 
fonction de .r ; et supposons que cette équation, résolue par 
rapport à x^ donne x = (f(y). Les deux fonctions / et © 
seront dites inverses l'une de l'autre. Si l'on connaît la dé- 
rivée de l'une d'elles, on aura immédiatement celle de l'autre. 

Appliquons en effet la règle du numéro précédent à la re- 
cherche de la dérivée de çO'). On trouvera, pour cette dé- 
rivée, la valeur suivante 
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Mais f (^), n*étant autre chose que Xy a pour dérivée Tunité; 
on aura donc 

Ç'(J)/'(X)^I, 

d'où 



14. Nous allons faire quelques applications de ces théo* 
rèmes : 

I® Déris^ée de cosx. — On a 



cos^ 
d'où 



^ûn(^^-xy 



sm^. 



(cosa:)'=: I sin [^ — x\\ — ces [^ — x\(^-^ A 
^^cos(^J-x)^ 

Q? Dérivée de tangx. — On a 

sm.r 

tango: =: > 

cosj; 

d'où 

^, (sîii.rV''o<«.r — sîn/r^ro«;.rV cos'.r-Hsin*.r î 

(tanff j:) =: z=z =1 — - — 

" ' COS'J? COS'j? COS'iT 

3® Déris^ée de arc sin x. — L'équation 

y 1=. arc sin 07 

donne 

X -=. sinj'. 

On aura donc, en appliquant la formule donnée pour former 
la dérivée des fonctions inverses, 

i__ 1 _ » ^ I 

^ " (sin/)' ~ cosK ^r^*' 

le signe du radical étant déterminé dans chaque cas par celui 
de cosj^. 
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4° Dérivée de arc cos a:. — On aura 

(arc cosj?)'= { arc sinjc ) =i — . 

5® Dérivée de arc tango:. — L'équation 

y -=1 arc tang.r 

donne 

X = tan g/. 

On aura donc 

r =: r -r-, =1 cos* y — i • 

(tangj)' ^ i-hJT* 

6° Dérivée de e^. — L'équation j^ = e^ donnant o: = logj', 
on aura 

r — -. r; = r --- <?^. 

(ïog/)' " 

La dérivée de «-^^e^'^^a sera évidemment égale à 

^xiogfl^^ loga)'=:a^loga. 

7" Dérivée de a:"* (m étant quelconque). — On a identi- 
quement 

d'où 

8** Dérivée de log(a: 4- ^i -h a.-). — On aura successive- 
ment 

[log(j: 4- \l\ H- j;*)]'-: _ {x -\- \J \ -\- x^) 

X -f- yr' I -H X'* 



a: 



v/ 



U==ri-H^(l 4-x')"'(l4-^'yl 

I -h x> L 2 .1 



I / ^ 

I-h ■ 



-f-v/l-i--^^\ \Jl-\- X^ 



y/i-h^^ 
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IS. Théorème. — Soit y =f(^x) une f onction de x dont 
la dérivée reste finie et déterminée lorsque x varie dans un 
certain intervalle. Soient a et a-^- h deux valeurs de x 
prises dans cet intervalle. On aura 

/{a-hh)—/{a)-=ziLh, 

(X désignant une quantité intermédiaire entre la plus 
grande et la plus petite valeur de f'{x) dans V intervalle 
de a à a -\- h. 

En effet, donnons successivement à x une série de valeurs 
^1, «2, an^\ intermédiaires entre a et a -f- A. Posons 



/(a -I- h) — /(a«_i) =: (rt -h /i — a„-i) [/'(a;,.,) -h £„]. 
L'addition de ces équations donnera 

/(a -h A) -/{a) -^ (a,- a) [/'(«) -^e,] 

(aj — «,)[/(«,) -f- g,] H-.. . 
(a -+- A — a;,-i) [/'(a„_i) -^ sj. 



Remplaçons, d'une part, les quantités f'{a), /'(««), • . • > 
f{€in^\) par leur maximum M, et les quantités ei, .. ., S/^ 
par leur maximum s ; on aura évidemment 

/(a -+-/!)-/(«) 5 (M -4- £)A. 

On trouvera de même, en remplaçant les quanti tés /'(a), ...^ 
f\€Ln^\) par leur minimum m et les quantités £ par leur mi- 
nimum 7^1 

/(a -h A) —/(a) î; (m -h r.) A. 

Supposons maintenant les valeurs intermédiaires a^ . • ., 
a^.i indéBniment multipliées. Les quantités t\, t^, . • • ten- 
dront toutes vers zéro, car Si, par exemple, est la différence 

entre — ' et sa limite f^(a). Donc e etx tendront 

ai — a J \ / • 
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vers zéro, et Ton aura à la limite 

f{a->r h) — /{a)^Mh^ mh:=z |x/i. 

Remarque, — Si f'{x) est une fonction continue de a à 
a-^-h^ elle passera par degrés insensibles de son maximum M 
à son minimum m. Il existera donc entre a et « -f- A une va- 
leur 6 de :r telle que Ton ait 

fi^a^h)-f{a)^hf\by 

D'ailleurs, 6, étant compris entre a et « -|- A, sera de la 

forme 

ô = a -l-6/i, 

étant compris entre o et i . 

16. Corollaire I. — Une fonction dont la dérwée est 
constamment nulle dans un certain intervalle est constante 
dans cet intervalle. 

Soient en effet « et a -h A deux valeurs quelconques de x 
comprises dans cet intervalle. On aura 

M = m rzz |X = o, 

et par suite 

Aa)-^/{a-^h). 

Corollaire II. — Deux fonctions qui ont même dérivée 
ne peuvent différer que par une constante. 

Car leur différence, ayant une dérivée constamment nulle, 
est constante. 

Réciproquement, deux fondions qui ne diffèrent que par 
une constante, ayant mêmes accroissements, auront même 
dérivée. 



17. De la relation 



'••"i^^^' 
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qui sert de déânitioD à la dérivée, on déduit 

Ay z=.y \x -ht Aj?, 

t étant infiniment petit avec Aj?. Donc Ay se compose de deux 
termes : l'un, j^Aj?, simplement proportionnel à Aj? et qui 
constitue sa valeur principale ; l'autre, e Ax, d'ordre supé- 
rieur au premier. 

Le prenyer de ces deux termes, ^Ax, se nomme la diffé- 
rentielle dey et se désigne par dy. 

Dans le cas particulier où la fonction y ne serait autre 
que a;, on aurait j*'= i , et l'équation 

dy =: y' ^x 

se réduirait à 

Ax =. dx. 

Substituant cette valeur de ^x dans l'équation générale 

dy-ft^x, 

on en conclura 

dyz=iy'dx, 

I dy 
^ dx 

III. — Dérivées partielles. Différentielle totale. 

18. Passons à la considération des fonctions de plusieurs 
variables. 

Soit, par exemple, z z=zf(^x^y) une fonction continue de 
deux variables indépendantes Xy y. Faisons d'abord varier x 
en laissant^ constant; l'expression 

lim -^-^ = '— — -^^-^ 

Ix 

sera une fonction de x, y qu'on appelle la dérivée partielle 
de z par rapport à x. 
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Lagrange la représente par la notation /^(^, j') ou Zj,y 
Cauchy par la notation Dx/{jr,y) ou DxZ. 

D'autres auteurs la désignent par ^> ou mieux par ^> 

par une raison que nous expliquerons tout à l'heure. 

On appellera de même dérivée partielle de z par rapport 
à V l'expression 

et on la représentera à volonté par Zy^ T^yZ ou -^- - 

19. Cela posé, changeons simultanément x etjKcn a:-f- Ax, 
r-f- Ar, tix et ^y étant des infiniment petits que nous consi- 
dérons comme du premier ordre. On aura 

A5 =/(^ -h Aj:*, 7 -h Ar) — /(x, r) 

=/(-^ 4- Ao:, J -h Aj) —/(a: -h Ax, r) 
-}-/(x-hAx, v)-/(x,j). 

Or on a, par définition, 

f{x 4- Ax, r) -/(x, J) :=: ^'^^^^'^^ Ax -+- ê Ax, 
f{x -f- Ajf, j 4- Av) —/{x -h A.r, j^') — ^^ '' \r 4- e, Av, 

4. 

£ et Si étant infiniment petits. 

Si d'ailleurs on admet que -r^ est une fonction continue par 
rapport à x, on aura 

d/(x~^lx.y) __ d/{x, y) 

£2 étant infiniment petit. 
On aura donc 
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Donc ^z sera formé de deux parties : 
I** L'une, 

dx dv 

linéaire en Aj: et Ar; 
2° L'autre, 

E Aor-h (El H- Si) Ar, 

d'ordre supérieur au premier. 

La première partie, qui est évidemment la principale 
lorsque Ax et tky sont suffisamment petits, se nomme la dif- 
férentielle totale de z et se désigne par dz. Les deux termes 
dont elle se compose, et qui correspondent respectivement à 
la variation de j: et à celle de y^ se nomment différen- 
tielles partielles. 

20. Si z n'était autre que j?, l'équation 

e/:; = -v^ Aj7 H- -/■ Ar 
dx dy ' 

se réduirait à 

dx = A.r. 

Si z se réduisait à j', on aurait de même 

dv =: Ar. 
On aura donc 

ax ôz - 

Si l'on avait désigné les dérivées partielles par -^y ^> on 

risquerait de les confondre avec les quotients de la différen- 
tielle totale dz par dx ou dy, tandis que ce ne sont que les 
quotients des différentielles partielles. C'est pourquoi il est 

dz dz 
préférable de changer la forme du d et d'écrire ;r-» 3— • 
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21. Remarque, — Si — est îdentiquement nulle, 5 sera une 
constante relativement à x. Cette condition exprime donc que 
z ne dépend que àey. De même, si -r^ = o, 5 ne dépend que 

de X, Enfin, si l'on a identiquement v- = o et -y^ = o, 2, étant 

indépendant à la fois de x et de y^ se réduira à une con- 
stante. 

dz dz 

Ces deux conditions -r-^ = o, -r^ == o peuvent être résu- 
mées en celle-ci 

dz =o, 

car 

dz , dz j 
dz -rz --- dx -h '^- a V, 
ôx ày " 

et, pour que cette quantité s'annule identiquement, indépen- 
damment de toute valeur particulière donnée aux accroisse- 

dz dz 
ments dx et dyy il faut et il suffit que ;r- et -^ soient nuls 

•/ 
séparément. 

22. Dérwées des fonctions composées, — Une expression 
de la forme 

où 1/, Vy ... sont elles-mêmes des fonctions d'une OU plusieurs 
variables indépendantes jc, r, . . . , est évidemment une fonc- 
tion de X, y, .... On dit qu'elle est composée au moyen des 
fonctions u^ w 

Proposons-nous de trouver la différentielle d'une semblable 
fonction. Pour l'obtenir, donnons à^, r, . .. des accroisse- 
ments dx, dy^ .... Soient Aw, A(^, . . ., A/ les accroissements 
correspondants de w, p, ••.,/• O*^ aura, d'après ce qui vient 
d'être établi, 

^/=l -^ Al/ -4- T^ Ar 4- . . . 4- s, 
^ ou d\^ 

t étant infiniment petit par rapport aux termes précédents. 
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On a de même 

du j du j , 

Ai/ != — ^ta? H- -r- cfy -f- . . . -h s, == az* -+- e, , 

dv j dv j j 

Ai^ == -r— aj? 4- ->- a/ -i- . . . -f- Ej == ai^ -H e», 



Substituant, dans Texpression de A/, et négligeant les 
termes multipliés par e, £|, £2^ • • «9 on obtiendra pour d/y 
valeur principale de ^/, l'expression suivante : 

d/=: -4- du -^ — ds?-^, , , 

^ du ov 

àf (au j (hi , \ 

■^i -X- dx -\- -T- dy -^. . . W. . . 
dv \dx dy ^ J 

\du djc ô^^ dx I 

\du dy ov dy ) ' 

On voit, par cette formule, que la différentielle totale df 
if exprime au moyen de du, dç, de la même manière que si 
il, V étaient des variables indépendantes. 

D'autre part, les coefficients de dx, dy^ . . . dans l'expres- 
sion de ûj/" représentent les dérivées partielles de /par rap- 
port aux variables indépendantes x^y^ .... On aura donc la 
règle fondamentale suivante pour former ces dérivées : 

La dérivée par rapport à une variable indépendante x 
d^ une fonction composée f{u^ ^> • • •) s'obtient en ajoutant 

ensemble les dérii^ées partielles -^y -^y • • • > respectis^ement 

multipliées par les dérivées de u, Vy • . . par rapport à la 
variable x. 
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23. Supposons que les variables indépendantes x^ }',••• 
et les fonctions u, Vj ... satisfassent identiquement à une 

équation 

F(j7, r, . . ., f/, i', . . .) = o. 

Le premier membre de cette équation étant une fonction 
Aq Xj y, ... dont la valeur est constante et égale à zéro, ses 
dérivées par rapport à chacune de ces variables seront nulles. 
On aura donc, en formant ces dérivées d'après la règle énon- 
cée ci-dessus, 



. . . ^r: O, 



• • — ■ 



dx du dx ôv dx 

dF dF du ôF dr 
à y du dy âv dy 



Ces équations peuvent être concentrées en une seule, 



dF . ÔF , <9F . (JF 

ôx ôy 



-^— dx -h -:— ^r -h . . . -f- ~- du -\- ^ t/i' -h . . . ^= o, 

au ov 



exprimant que la différentielle totale dF est identiquement 
nulle. 

24. Dérivées des fonctions implicites, — On nomme fonc- 
tions implicites celles dont Texpression, au moyen des va- 
riables indépendantes, n*est pas immédiatement donnée, 
mais qui dépendent d'équations non résolues. La remarque 
précédente fournit un moyen facile de calculer leurs dérivées 
partielles, ainsi que leur différentielle totale. 

Soit, par exemple, u une fonction de Xj y déGnie par 

l'équation 

F{x,y, w) =o. 

Concevons qu'après avoir résolu cette équation par rap- 
port ku ony substitue la valeur trouvée. Le premier membre 
sera identiquement nul. Ses dérivées par rapport à a? et par 
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rapport à j^ seront donc nulles, ce qui fournira les équations 

dF dFdu_ 
dx du dx ' 

dF dFdu_ 
dy du dy ~ ' 

lesquelles pourront servir à déterminer les inconnues y- > 

du ^ 

-r— • On en tire 

ày 







dF 




(,F 


(1) 


du 
dx 


dx 
dF' 


du 


dy 

dF 






du 




du 


et, par suite, 











dF dF 

, du - du , dx j dy , 

dx dy ^ dF <JF ^ 

du du 

^ 

On peut opérer d'une façon inverse. En égalant à zéro la 
différentielle totale rfF, on trouvera d'abord 

dF , dF ^ dF ^ 

-T— dx -h -r— ciy -h -T— au ^rr. o. 
dx dy du 

On tirera de là 

dF dF 

, dx . dv , 

dv dv " 

du du 

et enfin, identifiant cette expression avec la suivante, 

, du j du , 
du = rr— dx -h -T— a V, 
dx dy "^ 

on retrouvera les équations (i). 

25. Soient, comme second exemple, u, v deux fonctions 
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implicites de x^ y, définies par les deux équations 

Égalant à zéro les différentielles totales^ par exemple, on 

aura 

d¥ , dV , âF , dV . 

oœ ay ou dv 

-r- dœ -+- -r- ay 4- -r— a« -i- -T— a i' =^ o. 
ox ôf ou ov 

Résolvant ces équations par rapport à du et dç, on obtien- 
dra des expressions de la forme 

du -=. A dx -h B dyy 
c^c n: C c^vT -4- D dy, 

et Ton aura, par suite, 

du . du 

— -C ^-D 
ox or 

26. Les théorèmes précédents permettent d'obtenir la dé- 
rivée de toute fonction liée aux variables indépendantes par 
un système quelconque d'équations où ne figurent que des 
signes d'opérations algébriques, des exponentielles, des lo- 
garithmes, des fonctions circulaires directes ou inverses el 
des puissances incommensurables. 

IV. — Dérivées et différentielles d'ordre supérieur. 

27. Soient y=if(^x) une fonction de Xy y sa dérivée. 
Cette nouvelle fonction aura elle-même une dérivée, qu'on 
appelle la dérivée seconde dey, et qu'on représente par^'", 
ouf\x), ou D^^. 

La dérivée de jk' sera la dérivée troisième dey et se repré- 
sentera par y, f"{x) ou D'j^, et ainsi de suite. 
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28. Soit de même z z=if(^Xyy) une fonction de plusieurs 
variables indépendantes Xyy'^ ses dérivées partielles 



àz dz 

ox ^ oy 



Da;5 = T^ et DvS=r 



seront elles-mêmes des fonctions de x^y ayant des dérivées 
partielles. 

Nous désignerons les dérivées partielles de -^ par 

d^ z 
r^x{^yy)y fly{^yy)y pa^ ^Ix^ et D3y5, OU cnGn par ^ et 

^^^, celles de ^ par //.(x, r), f.yix.y), par B},z, 

En général, > ^^^ ^ > représentera la fonction déduite 

de >s en y effectuant successivement m dérivations par rap- 
port à Xy puis n dérivations par rapport à y^ puis p dériva- 
tions par rapport à x^ etc. 

îzy. iHÉOREME. — lant que -t-> ^r-' -^ — r- et -r — r- se- 

^ ôx oy ox oy oy ox 

ront des fonctions continues de x,y^ on aura 

â^z d*z 



dx dy dy dx 

Soit, en effet, z =:/(xjy). Nous allons prouver que cha- 

d^z d^z 
cune des deux quantités -5 — ^j ^ — -^ est égale à la limite 

du rapport 

..._ /(.rH-/2,r^/0— /(j--t-A , y)-/{x,y-hk)- \-/{x, y) 
" hk 

lorsque h et k tendent vers zéro. 

Le numérateur de R est l'accroissement que prend la fonc- 
tion 

f{x, y -4- A) —/{x, y) = ^{x, y) 
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lorsqu'on y change x en x -}- h. Cet accroissement est égal, 
d'après un théorème précédemment démontré, à 

h (p;(^ -+- e A, y) — Il [/;{œ + e a, y -h k) — /;(x -+- OA, y)], 

étant compris entre o et i . 

D'après le même théorème, cette expression sera égale à 

hkf^y.{x -\- eA, 7 -t- 61 k), 

Qi étant compris entre o et i. 
On aura donc 

R:z=/;,.(a7 4-eA,7-4-ejX), 

et, en passant à la limite, 

UmR=:/;y{x,y). 
On trouverait de la même manière 

Corollaire. — On a généralement 

dcT"* d/'* dxp . . . ~ ^^w-Kp-H.-.^^/t-»-":::' 

car, deux dérivations successives, opérées Tune par rapport 
à Xj l'autre par rapport à 7, pouvant être interverties, comme 
on vient de le voir, sans changer le résultat final, on pourra 
évidemment intervertir d'une façon quelconque les dériva- 
tions à opérer et, par exemple, opérer d'abord toutes celles 
relatives à x, puis celles relatives à y. 

30. Soit j^ une fonction de x. Sa différentielle ydx sera 
elle-même une fonction de x dont on pourra chercher la dif- 
férentielle. Cette nouvelle différentielle dépend de la relation 
qu'on voudra établir entre la variable x et l'accroissement <ijr 
qu'on lui fait subir. Si l'on admet que cet accroissement soit 
constant, quel que soit x, la différentielle sera évidemment 
égale k y dx.dx^y dx^. On la nomme \9i différentielle 
seconde àey et on la désigne par d^y- 
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De même d^y aura lui-même une différentielle y" dx^ ; ce 
sera la différentielle troisième de jk> et on la désignera par 
d^y. Continuant ainsi, on aura 

dy -=:y' dx^ d*y =zy dx^, . . . , d"^y =i y^ dx"^, . . . , 
d*où 



^ ~~ dx' ^ ~ dx^' '"' -^ ^ dx"^ 



31. Soit de même z une fonction de plusieurs variables Xj 
y. Elle aura une différentielle totale 

âz , âz j 
-r— rfvT -h 3- dy. 
dx dy ' 

La différentielle de cette différentielle, prise en supposant 
dx et dy constants, quels que soient Xy y, se nomme la dif- 
férentielle seconde de :; et se désigne par d'^z. On aura, 
diaprés cette définition, 



f^l^ dx -f- ^'"^ dA dx -h ( ^'"^ dx-^ — 
\dx^ dx dy / ^ \dy dx dy^ 

d^ z d^z d^z 

-^ dx* -\- 2 ^ — ^ dx dy ■+- -r-^ dy*. 
dx* dx dy " dy* 



On calculerait de même les différentielles troisième, etc. 
32. On aura généralement 

Am m. Am -. 

i.2...n dx"'-"dr'' ^ 

d'^z , 
dy"' -^ 

Cette formule étant confirmée pour dz et d'^Zy il suffira 
d'établir que, si elle est vraie pour un nombre m, elle sera 
vraie pour m -\- i. 

J. — Cours, I. 3 
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Différentions, à cet effet, cette formule. On obtiendra évi- 
demment une expression de la forme 

11 reste à vérifier la loi des coefficients Aj, . . . , A, 

Or le terme général de cette expression, 

^j/ii-f-i *- 
dx'"-^'-'*d/" -^ 

provient de la dérivation par rapport à x du terme général 
de l'expression de d"^z et de la dérivation par rapport kj' du 
terme précédent. Ces termes ayant respectivement pour coef- 
ficients 

m (m — i)...(m — /i-4-i) m {m — i)...(m — n -\- 9.) 

et ;; — > 

1.2. ../l I.2...(/l — 1) 

A„ sera égal à la somme de ces deux quantités, c'est-à-dire 

à 

m (m — i). , .(m — /i n- 2 ) / m — n -\- i 

1 . 2 . . . ( /^ — I ) \ n 

(m -\' i)m. , .(m — w -4- 2 ) 

I . 2 . . . /^ 

* 

ce qui confirme la formule. 

L'équation que nous venons de démontrer peut s'écrire 
sous la forme symbolique suivante, 

si l'on convient, après avoir développé la puissance n'*"* du 
binôme f y- dx -f- y- ^/j^) , de remplacer chaque produit tel 

<ï"e .„,„.„ '- par la dérivée , „, /> , - 
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33. Soient u et v deux fonctions d'une ou de plusieurs va- 
riables. On aura généralement 

d»' ( uv) m <* d"' u 4- r/'«-»w ^/r -h . . . 

H — '-d"'-''ud" t^ H-...-h u d'» ('. 

1 . '2 . . . /^ 

En effet, Am, A(^ étant les accroissements de u et de t', on 
aura 

A(wr) = («£ 4- Am)(c h- Ac) — MC = (' Aw -h tt Ai' -h Af£ Ac. 

Négligeant le terme du second ordre Aw A(^, et remplaçant 
A//, \s? par leurs valeurs principales du et rfr, on aura, pour 
valeur principale de A uVy 

dur ^= V du -+- u d%\ 

ce qui confirme la formule pour m = i . 

D'ailleurs, en la supposant démontrée pour le nombre ///, 
on verra, comme précédemment, qu'elle est vraie pour 
m H- I . 

34. Plus généralement, soit V=/(w, v) une fonction quel- 
conque de u et de v^ u et v étant encore des fonctions d'une 
ou de plusieurs variables indépendantes x^ y. Proposons- 
nous de déterminer les différentielles successives de V. 

On a pour la différentielle première, ainsi que nous l'avons 

d\ — ^ du -f- i^ dK\ 
ou ôv 

Pour calculer la différentielle seconde r/^ V, il faudra diffé- 

rentier cette expression. Or -4- et -~- sont des fonctions de u, 

*^ ou ov ' 

K\ qui ont respectivement pour différentielles 

-^-r du -f- 3-^ f/c, -r-^ du -+- x4 ^^t- 

D'autre part, rfw, rft^ dépendent de x, j-, ... et ont, par 
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définilîon, pour différentielles rf^w, d'^v. Appliquant la règle 
trouvée pour différenlier un produit, il viendra donc 

(l^\ ■=!{ -^ du 4- . •' dv )du -h { -T-4- du -h -r4 ^^' I ^<' 
\du^ ou oi' ] \ôu ôv de' / 

-\- ^ d^u+ -4- d^v 
au dv 

= -T-^ <if/» + 2 , •' f/« dv 4- ^ r/c- -h -t" ^' «/ -+- -r- d^ c. 
(7//* df/ d«' av^ ou ov 

Une nouvelle différentiation donnerait rf'V, et ainsi de 
suite. 

On voit, par les formules qui précèdent, que ^A'^ a la 
même forme que si w, {> étaient des variables indépendantes: 
mais il n'en est pas de même des différentielles suivantes : 
d'^Y^ par exemple, contient des termes en d'^u et d'^v qui 
n'existeraient pas dans cette hypothèse. 



V. — Changements de variables. 

35. Problème I. — Soit y =:-¥{x) une fonction de x 
ayant pour dérivées successives j^' j-^' •*•• Supposons 

que Xf au lieu d^être une variable indépendante, soit lui- 
même fonction dune nouvelle variable t^ et soient x\ 
y, . . . , j>^, ^''', ... les dérivées successives de x et de y par 
rapport à t. 

On demande de trouver les relations gui existent entre 

dv d^v f „ , 

dx dx^' > ^î ^ ï •••>.MJ î 

r étant, par rapport à ^, une fonction de fonction, on aura, 
par la règle connue, 

f %dy , 

Dérivant de nouveau par rapport à /, en remarquant que 
-y— est une fonction de a?, qui est lui-même fonction de ^,on 
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aura 

Dérivant encore, on trouvera 

- d^y ,^ ^d^y , . dy „ 
- "" dx^ ^ -+- ^ j 1 ^ //^ ' • • 

CC'uC' CCm/ CCul/ 

Résolvant ces équations par rapport à -j- > -t~ > • • • ? on 
trouvera réciproquement 

On remarquera qu'en appelant rf| x, rf; jr, . . . , rf| r, d]y 
les différentielles successives de x et de y par rapport à la 
nouvelle variable t on aura 

r_d,x ,_d,y „__d\x 

-^--dT' •> -Ht' ^ --dF' •*•' 

d'où 

dy y' ds y 
dx x' d^x 

Donc la dérivée dejKpar rapport à x reste égale au rapport 
des différentielles de x et de y, quelle que soit la variable 
indépendante. 

L'expression des dérivées suivantes est au contraire chan- 
gée. On aura, par exemple, 

d^y d^x d\y — dyy d] x 

dx^ d^x^ 

36. Problème II. — Soit, comme précédemment, y ^=F(x), 

Posons 

» 

(1) x—f{t,u), y = ff{tyu). 

Nous aurons trois équations entre x, y y ty u. On peut donc 
considérer x, y, u comme des /onctions de t. Cela posé, on 
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demande d'exprimer ~-j -7-^) ••• en fonction de t, u, 

du d* u 
dt ' dt^' 

Prenons les dérivées successives des équalions(a) par rap- 
port à la nouvelle variable indépendante /. Il viendra 

, df df du 



dt du dt 

f d^ â^ du 

^ ~ dt "^ âti dt' 
luis 

._à\f ^ d^f du d\[di^ df d^ u 
^ ~ dt' '^'^dt du dt "^ du^ dt" "^ du dt^ ' 

„ d^^ ^*cp du d^^ du^ d^ d^u 

•^' 'W^'^dt'dû Tîî ^ dli^ dt^ ~^ dû'dt^' 



On n'aura plus qu'à substituer ces valeurs dans les expres- 
sions (i). 

37. Applications. — 1** Soit x = p cosô, r = p sinÔ. On 
demande l'expression de la quantité 



s 



Rz=: 



('■^ë) 



d\Y 
dx^ 



(nous la rencontrerons dans la théorie des courbes, sous le 
nom de rayon de courbure) en fonction rfe p, 6, ^> -j^- 

On aura 

I dp ^ . ^ 

X ^z-j- CCS 6 — p sin6, 

, dp , . . 

y =:-^sinO-}- ocosO, 

œ" =. -rr|-cos6 — T -^ sin6 — ocosô, 

« d^P . ^ dp ^ . ^ 

f—-j^ sine-h'î^cosÔ— :sinO, 
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S 3 1 

y")* 

— y 






_ (^"+y')' -' 



^"-^^* = ^ + P*' 



^ / jr ^"î — 7> 



x'y — y'x'~-' ^ 



(^ cose - p sîne)(^^ slnO + q ^ cose - p sino) 
- (^ 8in6 + pcose^(^Pcos6-2^ sine -pcoso) 

rfp» rf»p 

38. 2« Zre^ rfetto: variables x et y étant liées par uris. 
équation y on demande d^ exprimer les dérii^ées x\ x? y ... 
de X par rapport à y en fonction des dérivées y, y\ . . . 
de y par rapport à x. 

On a, parle théorème sur la dérivée des fonctions inverses. 



œ'--- 



Prenons la dérivée de cette équation par rapport à la nou- 
velle variable indépendante j'. En remarquant que^,jK"> • • • 
sont des fonctions de Xj qui lui-même est fonction de yj le 
théorème sur la dérivée des fonctions de fonction donnera 

= I — =-t: 4- -"-TT \x'— rr^-^-i 



, / r" 3r"\ , 



/* 
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39. Les fonctions de plusieurs variables donnent lieu à deux 
questions analogues, que nous allons traiter. 

Problème III. — Soit z une fonction de deux variables x^ 
y. On pose x=^f{t^ u)^y =:f(tj w), t et u étant deux nou- 
velles variables. On demande d'exprimer les dérivées par- 

. ,, dz dz d^z d*z d^z ^ ^. , ^ dz 

tiettes-T-y -T-j — 13 -. — \— > -T-7> " ' en fonction ae /, m, -t-> 
dx dy v^ Ox dy dy* ' ^ ^ dt 

dz d*z 

y a • • • • 

du âi' 

z étant fonction de a:, y^ qui sont eux-mêmes fonctions 

de t^ i/, sera une fonction composée de ces deux nouvelles 
variables. Prenons ses dérivées partielles successives ; il vien- 
dra 

dz dz dx dz dy 

, dt dx dt ' dy dt ' 

Idz _ dz dx dz dy 
, du dx du^ dy du^ 

puis, en remarquant que -^y -^ sont des fonctions dex^y^ 
eux-mêmes fonctions de u et de v, 

d^z / d^z dx d^z dy\ dx dz d^x 

*" "■ \Âr* ~dt "^ dx dy "dt ) 'dt '^ dx Tl 



(4) 



dt^ \ dx* dt dx dy dt J dt dx dt^ 

z dx d^z dy\ dy dz d^y 
dy'dt '^ dp'di) Tt'^'dy'dF 

d^z fdxy . d^z dx dy d^ (dy 



<5) 



(6) 



dx^ \dt J dx dy dt dt dy* \ dt 

dz d*x dz d*y 
'^dilF'^'dy'dt*' 

d*z d*z dx dx d*z /dx dy dx dy' 

dt du dx* dt du dx dy \ dt du du ot 

d*z dy dy dz d*x dz d*y 
dy* dt du dx dt du oy dt du 

à^__à^(àx\* ^ d*z dx dy d*z /dy\* 
du* dx* \duj dx dy du du dy* \duj 

dz d*x dz d*y 



dx du* dy du 
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On calculerait de même les dérivées troisièmes, etc. 
Cela posé, les équations (3), linéaires en -r-j -y^» permettent 

d'exprimer ces quantités en fonction de -ît» 3" <^t ^^s déri- 
vées partielles de x et^', lesquelles sont des fonctions connues 

de /, u. Portant ensuite les valeurs trouvées pour — ^> -r^ 

^ Ox ôy 

dans les équations (4)? (5), (6), on pourra les résoudre par 

rapporta ^-^> -z — ^j -r-^; de même pour les dérivées des 

ordres supérieurs. 

Cette méthode est évidemment applicable à des fonctions 
d'un nombre quelconque de variables. 

40. Remarque. — On ne doit pas perdre de vue que la 

dérivée partielle -^ d'une fonction de deux, variables x^ y 

est, par définition, la dérivée de z considéré comme fonc- 
tion de X, y restant constant. Si nous remplaçons y par 
5>(j;, u)y de telle sorte que les nouvelles variables indépen- 
dantes soient :r et u, la nouvelle dérivée partielle par rapport 
à X sera la dérivée de z par rapport à ^, m restant constant. 
De ce changement de définition résulte naturellement un 
changement dans la valeur de cette dérivée partielle. 
Soit, par exemple, z = F(a:, y). On aura 

dz__d^ 
dx dx 

Mais, après le changement de variable, on aura 

17 r / ^^ dz dV d¥ d^ 

41. Exemples, — i** Soient x, y, z trois variables indé- 
pendantes. Posons 

jc ^iz at -\- bu -h Ci% 

y ■-- a't -h b'u -f- c'\\ 
z-^a''t-\~ Wu -r-cU-, 
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a, 6, c, ... étant des constantes choisies de telle sorte que 
la substitution soit orthogonale, c'est-à-dire qu'on ait 

x^ -h 7* -h ^' = /' + a* -h (''. 

Cette condition fournira le système d'équations suivant, 



a' + 


a'»-t- 


a'« ^r I , 


fcM- 


6" -H 


6'« - 1, 


c'-+- 


r'* -H 


C'» --I, 



^c -4- Z>'c' -t- ^"c'' =.- o, 



ca -f- c'rt' -h c''à' -- o, 



ou le suivant, qui lui est équivalent, comme on sait, 

a' -f- ^* -h c' -= I , 

a'' 4- b'^ -\- C'* ::z=I, 

aV-i-Z^'^^'-i-cVmo, 
a'a -h ^"^ -^- cV ^ o. 

Soit maintenant V une fonction quelconque de x, i', -3. 
Considérons les deux expressions 

(d\y [d\y [d\y 

d'\ d^y d^Y 

qui se présentent dans un grand nombre de problèmes, et que 
M. Lamé a nommées les paramètres différentiels du pre- 
mier et du second ordre de la fonction V. Proposons-nous 
de les exprimer au moyen des dérivées partielles de V par 
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rapport aux nouvelles variables ^, //, c On aura 

dt dx dy ôz 

âY ,d\ ,,d\ ,,d\ 
au ôjo a y ôz 

av dx ÔY ôz 



^ a(a — a' ^'^' 
\ dx* dx dy 



a 



àc* \ dx* dx dy dx àz 



dy dzj 



J d'\ , d*\ 

\ dx dy ôy^ 

J d'\ , d'\ , à'\ \ 

\ dx dz dy dz dz* ) 

.d'Y ,-d*\ „,d'y 

d* V d- V d^ V 

■4- 2 aa' -T — r — h- 2 a'a" -r — r — h 2 a" a -r — 7- > 
dx dy dy dz dz dx 

du* djc^ ^ dv* de* 

ax or dy dz dz ojc 

â*\ _ , (>n ,, ô* V ,. ^)'v 

, d*\ , „ â*\ , d*\ 

+ 2CC -T ■- |-2C'C -T c 1-2C'C-T ç— • 

dx dy dy dz dz dx 

Ajoutons les carrés des trois premières équations. Il vien- 
dra, en tenant compte des équations (7), 



/dv\« /â\y /■d\'y /dvy /<jv\ 
{■dl)^[dJl)^[-d^>)=[d^)-^[dJ') 



^r^v^rf" 



Les trois suivantes, ajoutées ensemble, donneront de 

même 

d*\ d*\ d*y d*y d*\ d^\ 
dt' '^ ou* '^ 'dï^ ~ 'dx* "^ ly^ "^ dz* ' 
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La forme des paramètres différentiels n^est donc pas 
altérée par une substitution orthogonale effectuée sur les 
variables, et c'est à cette circonstance que ces expressions 
doivent leur importance en Analyse. 

42. a** Posons 

J7==: p sin6cos4', / = p sinôsin^/, x;t=pcosô, 

et proposons-nous d'exprimer les paramètres différentiels 
de V en fonction des nouvelles variables p, 8, ^j^. 

Le changement de variables qui précède équivaut évidem- 
ment aux deux suivants, opérés successivement : 

X ■=. r co<>^^ j^t=/*sin4', z^=iz 
vX 

/•iizpsinô, 4^=^<V, j = pcos8. 

Effectuons le premier changement de variables. Il viendra 

ay OJC ôy 

or* ôjc^ ôx oy ây* 

-rr-— ZZZ -rr—r- /** Slll'd^ 2 "T T" /** Slïï^ COS'i» H r-T" /'* COS* ^ 

()^* ÔX* OX oy oy* 

âW , dW . , 

r- /• COS+ r- f* smil. 

OX oy 

On en déduit immédiatement 

\âr) ^ r*\ô^) ~\ôx) ^\dy)' 
ô*\ i d*\ I d\ d*\ n*V 



dr* /•* d<V* r àr àx* ây 
D'ailleurs, -r^ et -y^ n'ont évidemment pas changé. Les 

OZ Oz 
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paramètres différentiels deviendront donc respectivement 

f^y Lf^y f^y 

\drj ~^ r*\d^) '^\dz) 

et 

â'\ I d^Y I âW â'\ 



dr* r* d"^* r dr dz* 

Le second changement de variables qui nous reste à effec- 
tuer, à savoir 

^=ipcos8, /-^rpsinÔ, '^^=^^, 

n'altérera évidemment pas -^y -j^ et transformera respec- 
tivement 

/dvy fd\y /d\y i /d\y 

dr* "^ âz* ^" dp* "^ p* d6^ '^ P dp' 
Enfin, on aura les relations 

-T- z:^ -r- cosO -♦- -r— sin 6, 
dp dz dr 

d\ d\ , ^ d\ 

_^__ps.„e4-^-pcosO, 

d'où Ton déduit, en éliminant ^r— ' 

dz 

dW . ^àV rose dX 

-r- = SinO -^ 1 -TT - 

dr dp p d^ 

Substituant ces valeurs dans les expressions précédentes, 
on aura, pour le premier paramètre différentiel, 

f'd\y l/^V I /d\y 

\dpj '^ p*\d^) '^ p*sian\d^) ' 

■ 

et pour le second 

d*\ I d*\ I d*\ ^ dV rotO d\ 



dp* p* (?6» p*sin»6 d^* p dp p* d^ 
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43. Problème IV. — Soit z une fonction de x, y. Posons 

(8) X=J{tyU,v), j — <p(^, £/, r), Z:=^^{t,U,^^). 

On demande d'exprimer les dérivées partielles ;r"' y^' 

j-^> ••• en fonction de t, u^ v et des dérivées partielles 

âv dv d^ V 

Tt' d^' 'W "" 

z étant une fonction de x,y^ les quantités x^ ^', v seront 
des fonctions de t et de w, en vertu des trois équations (8). 
Prenant les dérivées partielles de ces équations par rapport 
à ces nouvelles variables, il viendra 

àx_df dfd^ Ô£_ô£ ôfôv^ 
dt ~ dt dv dt du "~ du ôv du ' 

dy <)<o d^ di* ôy à^ âo âv 

ôt ~ dt dv dt du du ^v du 

dz d^ d^ dv dz d^ d^ di* 

dl ~~ dt dv dt du "" du dv du^ 

d^x d^f d^f dv 



dt^ ~ dt' dt d 



r dt ^ dv'\dt) '^ dv dt'' 



On n^aura plus qu'à substituer ces valeurs dans les équa- 
tions (3) à (6), lesquelles détermineront 3-^j -r^, -^-^, 

(jX Oj (jX " 
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CHAPITRE IL 

FORMATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 



L — Équations aux différentielles ordinaires. 

ii. On nomme équation différentielle de l'ordre n 
toute équation entre une variable indépendante x, une fonc- 
tion y de cette variable et ses n premières dérivées. ^ 

Jo. Soit j^ une fonction quelconque, définie par Téquation 

En prenant les dérivées de cette équation, il viendra 

dx fJK 

» 

ôx^^'^ dxôy^^^ dy'^ ~^ dy^ -""' 



Toute équation déduite de la combinaison de ces équations 
avec la proposée sera une équation différentielle à laquelle 
satisfait la fonction^. Parmi ces équations, il conviendra de 
rechercher celles qui ont la forme la plus simple ou la plus 
avantageuse pour le but qu'on se propose. 

i6. Il arrive souvent que des fonctions dont l'expression 
contient des transcendantes ou des radicaux satisfont à des 
équations différentielles d'où ces transcendantes ou ces radi- 
caux ont disparu. 
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Soit, par exemple, 

y=z arcsinjr. 

On en déduit 



Y — 



d'où 

Prenant la dérivée de cette équation et supprimant le fac- 
teur commun 2j>'', on aura l'équation du second ordre 

(2) (i — .r>) v"— J^/ = o. 

On peut déduire de cette équation une formule récurrente 
commode pour le calcul des dérivées successives dej'. Pre- 
nons en effet la dérivée m'*""* de cette équation ; il viendra, en 
appliquant la formule connue qui donne la dérivée d'un pro- 
duit, 

\ * ^ %j > ' t,' 

et, en réduisant, 

(i — .r») r^'"-»-*? — (2m H- i) j7r^'«-»-'J— /n^"») — o. 

Cette formule se simplifie pour la valeur particulière x^=^o. 
Si Ton désigne par Voj J'o» • • • ce que deviennent alors i , 
y% . . . , il viendra 

.'^o — "* c/ • 

On aura, par suite, 

/o = o, ri*' = 2'/. = o, ..., .r'."'--o. 



j'."-^" = ;h i«. 3«. . .(2« — i)«. 
47. Considérons en second lieu l'expression 
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Prenons la dérivée logarithmique des deux membres, 
c'est-à-dire la dérivée de leurs logarithmes; il viendra 

y' ix ■+- sjx^ — I )' n ^ 

^ —n- ^ = ---='i 

y X -- sjx^ — 1 sjx^ — 1 

d'où 

ou, en prenant la dérivée et supprimant le facteur commun 

(3) (d?* — i)y -H xy' — n}y _- o. 

Prenant la dérivée m**""* de cette équation, on aura la for- 
mule récurrente 

m{m — i) jf'») -f- xy^"*-^^^ -h my^"^^ — n^y('^^ =1 o, 



o:i, en réduisant, 

Pour a^z= Oy cette formule se réduit à 

48. L'équatîon différentielle (3) subsisterait évidemment, 
ainsi que la formule (4) qui en est la conséquence, si l'on 
changeait le signe du radical dans l'expression de^. Elle sub- 
sistera encore si l'on pose 

y=zC{x-h v/^-^) V C{x ~ v/^î^TT)'», 

C et G' étant deux constantes quelconques, car le résultat de 
la substitution de cette quantité dans le premier membre 
de (3), étant évidemment égal à C fois le résultat de la sub- 
stitution de (;r-i-y/x-* — i)" plus G' fois le résultat de la 
substitution de {x — ^x- — i)", sera nul. 

J. — Cours f I. 4 



/ 
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Soit, en parliculier, G = G'= ^, et supposons n entier et 
positif. L'expression 

y z^ \\x ^ y/x* — I Y "+" îl"^ — y/a?* — i Y 

étant développée suivant la formule du binôme, les puis- 
sances impaires du radical se détruiront, et Ton obtiendra 
évidemment un polynôme entier de la forme 

Le coefficient A„ peut se calculer aisément. On a en effet, 
en divisant par x'^ et faisant tendre x vers oo y 

="4;('*\/-^)"*j(-v/^)"]="-'- 

Pour calculer les autres coefficients, on remarquera qu'on 
a, en général, 



d'où 



y^-^P -- 1 . 2 . . . ( n — 2/?) A„_,p, 

yn-tp-i ~i.2...(n — 2p~2) kn-tp-ty 

K-ip-i — kn-tp{n — 'ip){n — 2/? — i) -^^^.^^ 



ou, d'après la formule (4), 



^n-tp—t — A.»— 



{n — 2/? — 2)* — /l* 



Cette relation permettra de calculer successivement tous 
les coefficients, en partant du premier. 
Posons 

d'où 

y/o:* — I = { sincp ; 
il viendra 

^ = |(cos<p -h «siinp)'*-h J(cos<p-- £sin©)'» 



\ ^ l^ ^ ' . . - V ■'/.'' 



y 






FORMATION DES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 5l 

OU, d'après une formule que nous établirons plus loin, 

y =z i(cosn<p -h tsin/i<p) H-^(cosn<p — esinncp) 
:z= cosncp zzz cos«(arccosa:). 

Nous venons donc d'obtenir le développement de cos/i(p, 
suivant les puissances de cos^p. 

49. Soit, comme dernier exemple, l'expression 
Posons, pour abréger, 

{X^ — l)^z=zz. 

En prenant la dérivée logarithmique de celte expression, 
il viendra 

2/IJ7 z' 

x^ — I z 

ou 

i^x^ — 1)5' — *inxz^=^o. 

Prenons la dérivée n + i**"" de cette équation; on trou- 
vera 

(a7« — !);;(»+«) H- (n -h \)'ixz^^^^) -h ^^'"^^^^ 2 -(») 

— ana^^f"-*"*) — 2n(/n- i)5('*> z=:o 
ou, en remplaçant ^^"^ par^ et réduisant, 

(a?* — i)y-+- 2a7j' — n{n -hi)/ = o. 

50. Considérons une équation 

^(•2?, /, Cl, . . .,C|,) 1=0, 

contenant, outre les variables x^y^ n constantes c», . . . , c«. 
Celte équation représente une infînité de fonctions distinctes, 
que l'on obtiendra en donnant successivement aux constantes 
tous les systèmes de valeurs possibles. Toutes ces fonctions 



53 PREMIÈRE PARTIE. — CHAPITRE II. 

satisferont à une même équation difTérentielle de l'ordre n, 
qu'il est facile de former. Prenons, en effet, les n premières 
dérivées de cette équation ; on obtiendra les nouvelles équa- 
tions suivantes : 

dx dy^ 



dx^ dxdy^ <^/* dy 
> 

Entre ces équations et la proposée, éliminons les con- 
stantes C|, .... c,i\ nous obtiendrons Téquation cherchée 

SI. Considérons, par exemple, l'équation 

x^ r* 



B 

où A et B sont des constantes déterminées et \ un paramètre 
variable. Cette équation, considérée au point de vue géomé- 
trique, représente un système de coniques homofocales. (Si 
nous supposons, pour fixer les idées, A > B, les foyers réels 

seront sur l'axe des x^ à la distance it: ^/A — B de l'ori- 
gine.) 

Prenons la dérivée de cette équation ; il viendra, en sup- 
primant le facteur commun 2, 

X _Zy _ 

Des équations précédentes on déduit 

1 _ y ' » _ ï '' 

A -H X x'^y — xy' B -h X y^ — j:yy' ' 

A + ). -^ ' ■ , \ B -(- X --= r' - Jcrr'. 

y J y. 
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Éliminante, on aura réquation difierentielle de ce système 
de coniques : 

A-B=: '' ' -y^^xyy' 

ou 

xyy^ H- ( j?* — j* — A H- B )/' — xy = o. 

52. Considérons l'équation 

^î _l_ j2 _l_ 2 ax -f- 2 6 j -h c = o, 

qui, considérée au point de vue géométrique, représente 
l'équation générale des cercles. Cette équation contenant 
trois constantes, Téquation diirérentielle qui s'en déduit sera 
du troisième ordre. Pour l'obtenir, nous formerons les dé- 
rivées successives 

X -f- yy' -+- a -h by' — o 
(nous avons supprimé le facteur 2 pour plus de simplicité), 

1 -+- /* H- yf -h by" ■:-: o, 

S/y -h jy -f- by:^ o. 

Eliminant b entre ces deux dernières équations, nous ob- 
tiendrons Véquation différentielle des cercles : 

(1 -+-y»-f-ry )/''-/'( 37'/'+//") = o, "^ 

ou, en réduisant, 

(i-+-/')y-3/y»:=o. 

53. L'équation différentielle des coniques a été obtenue 
par M. Halphen de la manière suivante : 

L'ordonnée y d'une conique est définie par l'équation 

y=iax -i- b± {px^-h2qx-h r)*. 
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On en déduit, par des dérivations successives, 

yi=:a±{px-^q){px^-h2qx-\-r) *, 

y — dzp{px*-h 2q -h r) ^T^ {px-{-qY{pœ*-\~ iqx H- r) 
p{px^ -1- iqx -+-/•) — {px -H qY 

{px^ -\- iqx -H /•)* 
pr—q^ 



2 



7' 



{px^ -h 2qx -H /•)* 

d'où 

(5) y"' = ^^l:^^l:î_-t_':, 

et, en effectuant trois nouvelles dérivations, 

(6) (j'-')"=o. 

Si la conique est une parabole, p sera nul. Le second 
membre de l'équation (5) ne contenant pas de terme en x^, 
deux dérivations suffiront pour faire disparaître les autres 
constantes. L'équation différentielle des paraboles sera donc 

(7) (/"■')"=«• 

Il est aisé d'obtenir les équations (6) et (7) sous forme dé- 
veloppée. On a, en effet, 

/ -IX' -8 «A 

\ y" * ) = - ^- y" ' Y'^^ % y" ^ yt^ 



_l_10v" ^v"'vi^ * v" *v^ 



Portant ces valeurs dans les équations (6) et (7), chassant 
les dénominateurs et supprimant le facteur commun 2, il vien- 
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dra, pour Téquation générale des coniques, 

- 4o7^« -^ !^^/fy'"- or"*/" -= O' 
et, pour celle des paraboles, 

5yi_3yy^--o. 

54. Cherchons enfin la condition pour que des fonctions 
y\i y-ij ' ' ' y yn d'une même variable x soient liées par une 
équation linéaire à coefficients constants 

Ci/i -f- C,/, -h . . . -h C„ 7„ = o. 

Prenant les dérivées successives de cette équation, il vien- 
dra 

Cl7i -t- C,/, -h ... -I- Cn/n — O, 



et, en éliminant les constantes, 



i y^ 


J. 


yn 


1 ^1 

1 


/. • 


■■ r'n 


• • • 

vl»-l) 

J l 


• • • ■ < 

J 1 





^-O. 



On verra dans le Calcul intégral que cette condition est 
suffisante. 



II. — Équations aux dérivées partielles. 

55. On donne le nom Adéquation aux dérivées partielles 
d'ordre n à toute équation entre des variables indépen- 
dantes ^Tf, ^2, . . . , Xp, une fonction z de ces variables et ses 
dérivées partielles des n premiers ordres. 

56. Soit 

une équation contenant /i constantes arbitraires et définissant 
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une fonction z des/? variables indépendantes JC|, . . . , Xp, On 
pourra joindre à cette équation ses/? dérivées partielles 



dF 


-h 


dF 
dz 


dz 
dxi 


— O, 


ôF 

•> 


1 


dF 


dz 


znzO 



(?./',, ' dz dxp 

par rapport à chacune des variables indépendantes x^^ . . . , 
Xpj puis ses f—!- dérivées partielles du second ordre 

(?«F d^¥ dz â'-F/âzY dF â^z 



âxl dx^dz dxi dz^\dxij dz dx\ 

• • • > 

et ainsi de suite jusqu'à ce que le nombre total 

2 1.2. . .p 

des équations ainsi obtenues surpasse le nombre n des con- 
stantes arbitraires. Eliminant ces n constantes entre les k 
équations, on obtiendra un système de A* — n équations aux 
dérivées partielles d'ordre p, à chacune desquelles z satisfera, 
quelles que soient les valeurs des constantes C|, . . . , c,,. 

57. Considérons maintenant la fonction z définie par l'é- 
quation plus générale 

F[j?,, . . .,^,„;;, cp,(a,, «p-i), «?»(?!, .... ?p-i)^ • ..] ~o, 

OÙ ai, . . ., ayt,_,, ^1, . . ., pp_i, . . . désignent des fonctions 
connues de x^, . . . , Xpj z, et Çi, <p2> • • • des fonctions arbi- 
traires. Joignons à celte équation ses dérivées partielles suc- 
cessives des ordres i, 2, . . ., p. Nous obtiendrons ainsi 

P(P-^^) . . />(/?-'-0. ..(;»-}- p — i) _ 



k 
2 I. 2. . .p 

équations, dans lesquelles figureront les quantités suivantes : 
1° Xi, . . . , Xpf z et ses dérivées partielles jusqu'à l'ordre p; 
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2° la fonction CD 4 et ses dérivées partielles --^^ •••? v-^ 



P- 



-r-^> • • • jusqu'à Tordre p, la fonction cp2 et ses dérivées par- 

tielles ^> ••• jusqu'à Tordre p, etc. Le nombre / de ces 
dernières quantités sera évidemment égal à 

«ft un ,-u . {p-'i)p.- (p -p-2) ] 
n\ î -y- p — i-t-...H I > 

L '^ 1.2. . .p J 

n désignant le nombre des fonctions <ft, cp2, . • . . 

Donnons successivement à p les valeurs i, 2, 3, .... Il 
arrivera nécessairement un moment où le nombre k des équa- 
tions surpassera le nombre /. En effet, en changeant p en 

p -L- 1 , on accroît le nombre des équations de ' ? 

* ^ I.2...(p-il) 

j- 1 1 f » Al (p — l)p.. (p -h 9 — l) 

tandis que le nombre l s accroît de n ^ — =- » 

^ 1.2. . .(p -Hl) 

quantité inférieure à la précédente, si /? -4- p >> /i(/> — i). 
Donc, dès que p surpassera n(p — i) — p, k croîtra plus 
rapidement que / et finira par le surpasser. A ce moment, on 
pourra éliminer entre les k équations obtenues les fonctions 
Çi, . . . , cp/2 et leurs dérivées partielles; on obtiendra ainsi 
k — / équations entre jîj, . . ., Xp, z et ses dérivées par- 
tielles jusqu'à Tordre p, et la fonction z satisfera à ce sys- 
tème d'équations, de quelque manière que soient choisies les 
fonctions arbitraires (fi, . . . , ^„. 

Nous allons faire quelques applications de cette théorie. 

58. Soient 

Iu --f{x,y,z, ...), 

des fonctions de variables indépendantes x^ y^ z^ . . . , dont 
le nombre soit au moins égal à celui de ces fonctions. 

Proposons-nous de déterminer les conditions nécessaires et 
suffisantes pour qu'il existe une relation entre ces fonctions. 



58 
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Supposons qu'une semblable relation existe. En résolvant 
par rapport à une des fonctions qui y figurent, on aura une 
équation de la forme 

Prenons les dérivées partielles de cette équation par rap- 
port à chacune des variables indépendantes ;r, ^, 5, . . . ; il 
viendra 



(2) 



du dcp dv 

ôx ôv dx Oiv ôx ' 

du d^ d^> d<p dw 

dy ~~ ô\^ dy â^ ôy 

du d^ d\^ d^ d^v 

dz "" di^ àz dw dz 



Éliminant V- et --^ > il viendra 
di^ ôvi^ 



du dv 

! dx dx 



(3) 



dx 
div 



du dv 

dy dy dy j 

du d^> d^v ; 
JE 



- o. 



dz 



dz 



Cette équation sera la seule si le nombre des variables jt, 
y^ z, ... est égal à celui des fonctions w, ç', w. S'il est su- 
périeur, il faudra y joindre les équations analogues résultant 
de celles des équations (2) que nous n'avons pas écrites. 

59. Les conditions dont la nécessité vient d'être établie 
sont en même temps suffisantes. En effet, considérons les dif- 
férentielles totales 

, du - du , du , 
du -^ -T— dx -4- -.r— av -h -.- ac -r . . . , 
dx dy "^ dz 

j ds^ j dv , dv , 
dv r=z --— dx - i- %,— dv -\- -X— dz -\- . . . , 
dx dy '^ dz 

, d^v j div , div j 
dw — -r— dx -+- .— dy -\- - - a^ -h . . . . 
dx dy ^ dz 
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Eliminons dœ et dy entre ces équations. Les équations 
telles que (3), que nous supposons satisfaites, expriment que 
dz^ . . . s'éliminent en même temps. On obtiendra donc 
entre duj dv, dw une relation linéaire telle que 

(4) kdu-\-^dsf -^C dw ^~ o. 

Mais une semblable équation ne peut exister, si {/, (^, w ne 
sont liées par aucune relation. En effet, prenons u^ v pour 
variables indépendantes à la place de x, y. On obtiendra 
une équation de la forme 

iv .— F (m, V, z, . . .)> 

d'où les variables 2, . . . n'auront pas complètement disparu 
par hypothèse. On déduira de cette équation 

, d¥ , aF , dV , 
div =: — du ~\- -xr- dv -\- -z- az -\- . . . ; 
Ou ov ôz 

F contenant Tune au moins des variables z^ . . . , Tune au 

(JF 
moins des dérivées XT' ' " ' <lîffcrera de zéro. On pourra donc, 

OZ 

après avoir assigné à du^ dv des valeurs arbitraires, détermi- 
ner dz de telle sorte que dw prenne également une valeur ar- 
bitraire. Il ne peut donc exister aucune relation de la forme 
(4) entre ces quantités. 

60. Le cas où le nombre des fonctions u, p, (v est égal au 
nombre des variables indépendantes x, y, z est le plus inté- 
ressant. On n'aura à considérer dans ce cas que le seul déter- 
minant 

du dv d^v 

djc d^v ôjc 

du âi^ ÔM' 
àf ày dy 

du di> div 
dz dz dz 

Il se nomme lej'acobien des fonctions «, v, iv et joue dans 
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la ihéorîe de ces fonctions un rôle semblable à celui de la 
dérivée d'une fonction d'une seule variable. Les considé- 
rations suivantes feront ressortir cette analogie : 
1° Soient 

Ç, 7j, J^ des fonctions de w, r, iV] 

Ji le jacobien de Ç, tj, Ç par rapport à u^ t^, iv ; 

J2 leur jacobien par rapport aux variables indépendantes x, 

J celui de w, v, w par rapport à x, y^ z. 
Le déterminant J2 aura pour éléments 



d'i 


d% 


du 




d\ 


di' 




d\ 


d^v 






_ 


-I- 






\ 






dx 


du 


dx 




dv djc 




d^v 


dx 


dri 


dti du 


1 


d-n 


do 


1 


dr, 


d\y 


dx 

• « • • 


du 


• • • 


-h 

» • 1 


dv 

• ■ ■ 


• * • 


-f" 

• • 


d^v 

• • • • 


dx 

• • • 



et, d'après le théorème connu sur la multiplication des déter- 
minants, il sera égal à 



du 
dv 

Pi 

d^v 



du 
~dv 
d^v 



du 
div 

PI 

d^ 



du 
dJ^ 
du 
dy 

du 
dz 



dv^ 
dx 

dv^ 
dv 

dv 
dz 



diV I 

dx ! 
d^v 

àj- ' 

d^v 
~d^ 



On aura donc 



j 3 -^^ j j 1 1 



2° Les variables m, p, w étant des fonctions de x, y^ z, on 
pourra inversement considérer x, y, z comme fonctions de w, 
i^, iv. Posant donc 



d'où 



d\ 



d\ d5 



dx ' ' dy 



dz^""' 
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il viendra^ dans ce cas particulier. 
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J. 



I 











I 











I 



d'où 



JJl^= I. 



Ces deuK formules sont la généralisation évidente de celles 
qui donnent la dérivée d'une fonction de fonction et d'une 
fonction inverse. 



61. L'équation 



(5) 



X — az::^f^{y — bz) 



représente un cylindre parallèle à la droite [x --= az^y ~- bz). 
En effet, cette surface a une infinité de génératrices recti- 
lîgnes parallèles à cette droite et données par les équations 

a: — az — ?(«), 
y—bz — a, 

a étant un paramètre constant pour une même génératrice, 
mais variable d'une génératrice à l'autre. 

En faisant varier la forme de la fonction cp on aura une in- 
finité de cylindres différents. Ils satisfont tous à une même 
équation aux dérivées partielles, que l'on peut écrire immé- 
diatement. 

En effet, l'équation (5) établissant une relation entre les 
deux fonctions x — az, y — bz des deux variables indépen- 
dantes x et yj le jacobien de ces fonctions sera nul, ce qui 
donnera l'équation 



I — 



dz 
dx 

dz 

ày 



1 — 



.dz I 

ày I 



dz 



I — a-z 



dx 



dv 
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62. L'équation 



.T — a 

z — c 



= ? T 



r — b 



) 



011 cp est une fonction arbitraire, représente un système de 
cônes ayant pour sommet le point (a, 6, c) et pour généra- 
trices les droites 

X — a , . y — b 

— — =©(a), ' i=:a. 

L'équation aux dérivées partielles de ces cônes s'obtiendra 
en égalant à zéro le jacobien 









r — h dz 



{z — cY dx 



ce qui donne, en efiectuant les calculs et chassant les dé- 
nominateurs, 

63. L'équation 

^* -i- /* 4- 5* 1= ^{ax -^ by -hcz) 

représente un système de surfaces de révolution dont les pa- 
rallèles 

ax -^ by -i-czziz 7, 

sont perpendiculaires à l'axe —>•—>-• 
Ces surfaces satisferont à l'équation 



dz dz 

ôx ôx 



O t= I 



dz , dz 
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63 



OU 



bx — ay— {^cy — bz) ^- -+- {az — ex) ^- • 

64. Une fonction u de plusieurs variables Xj y, z est dite 
homogène et d^ ordre n si elle peut se mettre sous la forme 



"=-'*?(!' j) 



u résulte de cette équation que 5~"a est fonction de — et 

z 

de îj- On aura donc, en égalant à zéro le jacobien, 



O "- 



-•— » 



^— If 



-w—n 



du 
dx 

du 

ày 

du 
51 



o 



o 



nz-*^-^ u 



.T 

1j 



y 



ou, en eflectuant les calculs et chassant le dénominateur .5"+"', 



du du du 

X \- Y-^ — \- z^i- z=z nu. 

^ dy 



dx 



dz 



65. Comme seconde application de la théorie générale de 
Télimi nation des fonctions arbitraires, considérons un sys- 
tème dep fonctions 5, ai, . . . , 0Lp__i des p variables indépen- 
dantes Xi^ . . . , Xp^ déterminées par le système des équations 
simultanées 

F| {Xi, . . . , Xpf >«, «1, . . . , «p-i, <Pi, . . . , ^n) ^^= O, 
> 

Fp{Xi, . . ., XpjZya^, . . ., a^_i, <pi, . . ., «p,^) =0, 

OÙ cpi, . . . , cp;, désignent des fonctions arbitraires de ai, . . . , 
ctp.i. Nous allons montrer que z satisfait à une équation aux 
dérivées partielles d'ordre h, indépendante de ces fonctions. 
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Formons, en effet, la dérivée partielle de F^ par rapport à 
Xi ; elle se composera ; 

i" Des termes -r 1 — ^— ^ — > dus a la variation de Xé et 

de z\ nous les désignerons, pour abréger, par D^TiF, ; 

2** Des termes ( -. h -. — ,r- + • • • I ^-^ ? dus à la vana- 

tion de a«; nous les désignerons par D.^Fi -y-^; 

3° Des termes analosrues D. Fj -.— > • • • > dus à Ja variation 

des autres paramètres ol^, .... 

Réunissant tous ces termes, on aura l'équation 

D,. F, -H D„. F, -^|L + D„. F, 1^ + . . . = o. 

Les dérivées partielles par rapport à ^r^, . . . donneront 
de même 



Éliminant entre ces p équations les/? — i quantités D.^F^ , 
D.,Fii ' ' ' : il viendra 



D F — — - 



o. 



Ce déterminant, développé, sera de la forme 

AD^,F,4-BD^,F,-^...--:-o, 

A, B, . . . étant des fonctions de -.— > -^--> 

Les équations F-j ^= o, ... donneront de même 

\D,.F2-hBD^.F,-4-...-:=o, 
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Éliminons entre les équations qui viennent d^étre obtenues 
les rapports des coefficients A, B, ... ; il viendra 






o. 



Le premier membre de cette équation sera une fonction 



^e •«/ j ^ ■ • • ^ uCp^ Jvj 



dz 






, a^-i,?i. 



?/o 



que nous désignerons par Fj3^.|. 

Désignons par Djr.F^^i la portion de la dérivée partielle 
<le Fy,^, par rapport à xi qui provient de la variation de j?/, 






dz 
y -j— ; on trouvera de la même manière une nou- 



velle équation 

Fp+j — 


Dx,Fp+i 

D;r.F, 


Dx,F. . . 

• ■•■• ••• 



= 0, 



dans laquelle figureront, outre les quantités précédentes, les 
dérivées secondes de z. 

Continuant ainsi, on obtiendra une suite dMquations 

1*1^=^0, •••j Tp = o, ry,_j_i = O, •••7 rp-i_;i=:o, 

-entre lesquelles on pourra éliminer les/? — i + /i quantités 
a,, . . . , ajt,_i, (fi, . . . , çp„, ce qui donnera une équation aux 
dérivées partielles d'ordre n. 

66. Exemple. — Cherchons Téquation aux dérivées par- 
tielles des surfaces réglées. On nomme ainsi celles qui sont 
engendrées par le mouvement d'une droite. Les génératrices 
d'une telle surface auront des équations de la forme 

Fi =: x — az — a = o, 
F,z= V — 6-5 — p=:o. 

Trois conditions sont d'ailleurs nécessaires pour déterminer 

le mouvement de la droite. Ces conditions permettront d'ex- 

J. — Cours, I. 5 
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primer trois des coefiicienls, par exemple «, 6, p, en fonc- 
tion du quatrième » a. 

Appliquons la méthode précédente. Nous formerons Téqua- 
tion 



Oi=:Fs = 







dz 


âz ; 


D.F, 


D^F, 


"* 0^ 


— a— ! 


D.F, 


D^F, 


, âz 
— b- — 


I — a — 




1 dx 


àf 1 




dz 


1 <?- 




I — a-. 


b 






ôx 


àf 



L'équation suivante sera 

i âx dy \ ^^ 

ou, en remplaçant i~-b~,pair a~ et supprimant le fac 



dz 
teur commun -r-^? 



o==:aD;rF,-HôDyF 



d*^ 



ma a 



dj;' 



dx dy) \ dx dy 



^d^z 



2ab 



dx dy 

d^z_ 
dxdy 



d'z 
dy 



ày^ * 



On trouvera de même Téquation suivante 



o — F^-aD;^F^-^bByF^ 



— a* 



d^z 
dx^ 



Za'b- 



d^z 



àx^dy 



Zab' 



d^z 



dx dy^ 



dy 



On n'aura plus, pour obtenir Téquation aux dérivées par- 

tielles, qu'à éliminer le rapport - entre les deux équations F4 
et Fs. 



67. Considérons enfin une fonction z définie, ainsi que les 
paramètres ai, . . ., ay,_|, par un système d'équations de la 
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forme suivante 

{DoiJ—Oy Da,/ — o, ..., D«^_,/=o. 

Prenons les dérivées partielles de / par rapport à chacune 
des variables indépendantes Xi, . . . , Xp, En vertu des équa- 
tions (6), ces dérivées se réduiront à leurs premiers termes 
i^xt/f • • • ♦ ^x /• On aura donc 

Désignons ces équations par 

Fj m o, .... Pp =^ O. 

On en déduira, comme dans le problème précédent, une 
suite de nouvelles équations 

Ces équations, jointes aux précédentes et à la primitive 
/=o, fourniront un système de/? + /i équations, entre les- 
quelles on éliminera a^ . . ., a^_i, (f^^ . . ., cp^. L'équation 
résultante sera encore de Tordre n. En effet, Fj, ..., F^ 
contiennent ;; et ses dérivées partielles du premier ordre; 
F/H-i contiendra, en outre, celles du second ordre, etc. ; enfin 
fp^n^i contiendra celles du /i**™® ordre. 

68- Exemple, — Cherchons Téquation aux dérivées par- 
tielles des surfaces développables. On nomme ainsi celles qui 
sont définies par le système des deux équations 

^ et Y étant des fonctions de a. 
On en déduira, diaprés la méthode précédente, 

T? àf dz 

V — ^^ — ^^ ft — « 



68 
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puis 



F,z= 






d^z 



dxdy 
àx dy dy^ 



= o. 



Ce sera Téquation cherchée. 
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CHAPITRE ni. 



DEVELOPPEMENTS EN SERIE. 



I.— Formule de Taylor. 

69. Si^ =/(j?) est un polynôme entier en x de degré m, 
on aura, comme l'on sait, 

f{x -H A) = /(a) -h hf\x) -f- —/"{x) -f- . . . H ^-"^fn^x) . 

Cherchons à étendre cette formule au cas ovl/(x) repré- 
sente une fonction quelconque. Considérons, à cet effet, la 
fonction 

^{z)^/{x-^h)-/{z)^{x^h-z)f{z)-.,, 
1.2. . .(n — î)^ V / \ /y 

M étant une constante déterminée de telle sorte que (p(^) 
s'annule pour z = x. On aura 

o^{z) = -/\z) -{x^h- z)f\z) - ... - l:^±AlLil!Z!/« (5) 
-+-/'(-) 4- (j:^ -4- >^ — 5)/"(2) -h . . . -h Â'(a7 -f- A — ^)*-* M 



I . a . . . ( /i — I ) 



/''(-)-hA:(^-hA — 5)*-»M. 



Cette fonction sera continue de >3 = ^ k z=i x -\- h si 
/"(js) est elle-même continue entre ces limites. On aura donc 

<p(a?-h A) — cp(j7) ~h^'{x -\-^h)j 
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6 étant une quantité comprise entre o et i.Mais ç (^ -}- A) = o 
et <p(^) = o. Donc on aura 

' ^ 1.2...(/i — l) *^ 

d'où 



i- ' /« (^ + ô/i). 

fr.i ,'A. . An — \V 



A' . I . Si . . . ( /i — I ) 

Substituant cette valeur de M dans la formule (i) et faisant 
ensuite z=^ x^ elle deviendra 

(2) f{x + h)^f{œ) +hf{x) +...+ _/*^^.-/«-»(a-) + R, 
en posant, pour abréger, 

R„ "-= - -^ -^ — /« ( ^ 4- e /O . 

/ci. 2. . .(/i— ly ^ 

L'exposant k est d'ailleurs arbitraire. En le supposant 
d'abord égal à /i, on aura 

(3) R^^^-^/n^ + O/O, 

formule découverte parLagrange. 
En posant Â: = i , on aura 

expression due à Cauchy. 

Il est clair que 8 n'a pas la même valeur dans ces deux for- 
mules. C'est d'ailleurs une quantité inconnue. On sait seu- 
lement qu'elle est comprise entre o et i . 

Il importe de ne pas oublier que la démonstration précé- 
dente suppose que/"(a:) est continue dans l'intervalle de x 
k X -\- h. 

70. La formule (a), due à Taylor, est fondamentale dans 
l'Analyse. Elle prend une forme très simple lorsqu'on y pose 
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/{x) ^=y\ h étant raccroissement de x, hf\x)^ f^'^/"{^)y ••• 
ne seront autres que les différentielles successives de y\ 
/{x -\- h) — /(j?) sera son accroissement Aj", on aura donc 

(d) lY — dY-\ H 1 ' — — • : -hRn. 

71. Si dans la formule (2) on pose x =z o et si Ton écrit 
ensuite or à la place de h, il viendra 

<6) /(^) ^/(o) +x/(o) +...+ -.-- ^""'_,/ "-'(o)+Ra. 

1 • ^ • • • l /w 1 I 

R/i pouvant élre mis à volonté sous Tune ou Tautre des deux 
formes 

La formule (6), qui porte le nom de Maclaurin, sera va- 
lable à condition que/''(j?) soit continue dans l'intervalle de 
o à X. 

72. Pour étendre la formule de Tavlor aux fonctions de 
plusieurs variables, telles que z-.= f(^a:^y)^ considérons la 
fonction 

Supposant X ely constants elt varrable, la formule de Ma- 
claurin donnera 

|©(0=:©(o)-+-^cp'(o)-h... 
/n-l //» 

I.2...(/t — I) ^ ^ ' 1.2. . ./l ^ ^ ' 

Or il est aisé de calculer les dérivées successives de ^{t). 
En effet. 
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est une fonclion composée de 

X -^ ht^= % et ^' -H X:/ = p. 

On aura donc 

/.<>'/ 1/ à*f ,,d'/ 

rfa» dx df op' 



Mais on a, d'autre part, 



à/ 
ôx 


dj dx 
dx dx 




àf 
àf 


df «)? 
d'? ày 


àr 


à\f 


à\f dx 

da« dx 


à\f 
dx* ' 


à'f 

xdy 


. à'/ à? _ 
dx d'fi dy 


à'f 
dxdj. 



ôxôy 


' dx dfj dy 


âoLo 


à'f _ 


. à*S 


^?_ 


.àV 


dy*- 


' d?» 


ày~ 


' d'^* 



d'où 



dx dy 



'US ,tà*f ,, dV ,,d*f (, d , . à\ . 

••••• • • •••> 

Substituant les valeurs de ?(o), <p'(^), ..., ^''"''(o), ^"(6/) 
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dans l'équation (7) et faisant ensuite ^ = i, il viendra 

/(x + h,y + k) ^/{x, y) + {h A + k ^)/(^, y) 

+ -^ TT -^^-/(^-h6A,j + 6A-). 



(■ 



La formule (7), dont nous avons déduit celle-ci en y po- 
sant ^ = I, suppose que 

f "('^ ^ ('* £; ^ '^ ^)"-^^'^ + ^A. / + tk) 

est continue de ^ = o à i — - i . 

Cette condition sera évidemment satisfaite si les dérivées 
partielles d'ordre n de la fonction /(a:, ^) restent continues 
lorsque x varie de ^ à j; + A et^ de r à^ -|- À". 

73. Si nous posons fi^Xy y) = z, h et k étant les accrois- 
sements de X et de y, on aura 

/{x -f- h, y-\-k) —/(x, v) -= iz ; 

( A -^ \- k-r- ]/(x, y) sera égal à dz^ .... La formule (8) 

deviendra donc, en désignant par R„ son dernier terme, 

, d^z d'^-^z _ 

Iz^mdz-^ 1 h h R„. 

I . '2 1 . 2 . . . (^ /4 — i) 

Cette expression est entièrement analogue à celle qu'on 
avait trouvée pour les fonctions d'une seule variable. 

IL — Applications. 

74. Appliquons la formule de Maclaurin à la fonction 

f{x) = {i-^x)^. 
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On aura 

/"{Ji') ■-- m (m - - i)(i -H. r )'«-*, 



/«(.r) -- Fn{rn — i). . .(m — n -h i) (i -r x)"»-", 
et, par suite, 

/^(o)-_m(m-i). 



d' 



f"~\o) -- m(m — i). . .(m — n -f-a), 
/"(e^)i:-m(/n — i). . .{m~ /i 4- i) (i -h Ox)'"-", 



ou 



(H-J7)'»i= I + T/tx H — .r* 



1 .2 



^ ^ ' 1.2. . .(/i — i) 

^ , ^v ,771 {m — i)...(m — n-\-i) , . ^_ 

^ I.2...(/l — i) ^ ' 

On reconnaît le développement du binôme, qui n'avait été 
démontré en Algèbre que pour une valeur entière de m. 

Si la valeur absolue de x^ que nous représenterons, sui- 
vant l'usage reçu, par nioda;, est inférieure à l'unité, R« ten- 
dra vers zéro lorsque n augmente ; en effet, R^ est le produit 
des trois facteurs 



(t 



I-f-Oa-/ I.2...(/i — l) 



Le premier facteur est positif et ^C i> car x étant ;> — i, 
i-\-^x sera > i — 8. La valeur absolue du deuxième facteur 
ne peut surpasser la limite finie (i -f- modx)'""*. Enfin le 
troisième tend vers zéro quand n augmente. En effet, dési- 
gnons-le par P„. En changeant /i en n + i, on aura 

^ r7i{r7i — i)...(m — /i -+- „^. r^ tti — n 

1 n-hl — '*' — * /l **• • 

l .2. . .71 71 
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Or, lorsque n augmente, le facteur — — x tend évidem- 
ment vers — X. Sa valeur absolue tendra donc vers modo:; 
donc, en désignant par r une quantité quelconque comprise 
entre modx et Tunité, on pourra assigner une valeur v de /i à 
partir de laquelle on aura constamment 

.m — n 

mod jr < r, 

n 

Cela posé, on aura 

modPv4-i < /• modPv, 
raod Pv-k-j < r mod Pvh_i , 



Les modules des quantités Pv+o Pv+2> • • • > étant respecti- 
vement moindres que les termes d'une progression géomé- 
trique dont la raison est •< i , décroîtront au-dessous de toute 
limite. 

Si donc on prolonge indéfiniment la série du binôme, elle 
sera convergente et tendra vers (i 4- x)^. 

Si n\oAx était >> i, la série serait au contraire divergente, 

car le rapport d un terme au suivant est égal à a?, 

quantité qui tend vers — x quand n augmente. Les termes 
iraient donc croissant en valeur absolue. 

75. Passons à la fonction /(jc) ^^ log(i H- x). On aura 

/'{x)-=- (i + x)-», 

/'(x):=I.2(H-a-)-», 



d'où 



/«-'(a-) =(—!)» i.2...(« — 2)(n-x)-«-*-', 
/» (x) ^(— i)»-^»i.a...(n— i)(i + x)-", 

/(o) = o, /'(o) = i, \/'(o) = -i, .... 
/"+'(o)=--(-i)«i.a...(/i — 2), 

/»(6j?)r=(— l)»^-'l.2...(rt— i)(i-t-edr) ". 
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La formule de Maclaurin deviendra 

log(i -hœ) — a: i 1 h R„, 

'À n — \ 

(2) l R;, = (i — e)«-*(— i)»^»(i -h e^)-'».r'* 

1 / I — ô v»-* 

— (_,)«-Hi 1 ( ' ) a:«. 

' I -hbx Vn-eo;/ 

Si mod:r < i , R^ tendra vers zéro, car son premier facteur 
esl égal à zti i, le second est fini, le troisième est <[ i en va- 
leur absolue et le quatrième tend vers zéro. 

Donc la série 

.r* (— i)'*jr'* 

X — ■ — f- . . . -I !-•••> 

'À n 

prolongée indéfiniment, sera convergente et tendra vers 
log(i-f-a:). 

Si J7 >- 1 en valeur absolue, elle sera au contraire diver- 
gente, car le rapport d*un terme au suivant tendant vers — x, 
ces termes croîtront indéfiniment en valeur absolue. 

76. Changeant x en — x dans le développement précédent, 
il viendra 



.r* x^ 



log(l — JC) --— J7- 

'À 6 



et, en retranchant, 



I -+- X f x^ 7^'^ 

log— —~-=:\0g{l-hX)—\0g{l — x) — 2[x-{- -7--+-"-- 
I «A- \ Ou 



4- 



Posons 

X=: 

il viendra 



2a 4-5' 



log ^log(a-f-:î) — loff(a)— 2(— ^ — h 1 V 



logI28 — logI25 = 2 1 -^TT H b 



DÉVELOPPEMENTS EN SÉRIE. 77 

C'est sur cette formule et sur la suivante, 

log^- -h log J :=: logXJ, 

qu'est fondé le calcul des Tables de logarithmes. 
En posant a = i, z = i, on aura tout d'abord 

Posant ensuite a = 1 26, 5 ^= 3, il viendra 

3 

253 

et, comme logiaS-- Iog2'= 7 loga, logiao = 31og5, cette 
équation donnera logS. 

On trouvera de même log3 par Téquation 

41og3 — 41og2 — logS i=log8i — logSo =: ^(—p- 

puis log7 par Téquation 

4 log7 — 5 log2 — log3 — 2 log5 = log7* — log(7* — i) 

et ainsi de suite pour les autres nombres premiers. Une 
simple addition donnera ensuite les logarithmes des nombres 
composés. 

Les logarithmes ainsi calculés sont népériens. Pour obtenir 
les logarithmes vulgaires, on devra les multiplier par le fac- 
teur 

î— -— ■ - 0,43429448 

logio 

77. Passons à la fonction /(ce) -.^ e^. Ses dérivées succes- 
sives sont égales à e^ et se réduisent à l'unité pour ^ = o. La 
formule de Maclaurin deviendra donc 

e*=iH 1 1 1 — -4-R,,, 

I 1.2 I.2.. .(/l — l) 



1.2. . .n 
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R;, tend évidemment vers zéro quand n augmente indéfini- 
ment, car le facteur e^*^ a pour maximum Tunité ou e^, suivant 

que X est positifou négatif. Quant au second facteur » 

I « ^ * * • # » 

il tend vers zéro, car en y changeant n en n-\-i on le multi- 
plie par - » quantité qui tend vers zéro quand a augmente. 
Donc, quel que soit^, la série 



I 1.2 ' ' 1 . 2 . . . ( /i — i ) 

convergera toujours et aura pour limite e^. 

78. Posons maintenant /(xj = sinx. Les dérivées succes- 
sives seront 

cos^r, — sina:, - - cosjr, sinj;, 
et se reproduiront périodiquement. Pour j; = o, on aura 

f{x)^0, /(X)^I, /V)^0, f-{x)s=:-l, /-(X)^0, 

et ainsi de suite périodiquement. 

La formule de Maclaurin donnera donc, en supposant, pour 
fixer les idées, que n soit un nombre de la forme ^m, 

sinj; _- X ^ — .^ h ^.,— t"^ ~ H R/m 

1.2.J 1.2.0.4.0 i.2..\[\m — I) 

-j sinôj;.^'^"* 
n„ z= — . 

1 .3. ... 4w 

R/z tendant évidemment vers zéro quand m augmente, la 

série 

x^ x^ 



X .; -H 



1.2.3 I.2.3.4«'^ 

sei^a toujours convergente et aura pour limite sinjc. 

79. Soit encore /(x) = cosx. Les dérivées successives se- 
ront — sinx, — cosjc, sinx, cosx, . . , et pour a? = o elles 
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seront égales à o, — 1,0, i, .... On aura donc, en suppo- 
sant, pour fixer les idées, n = ^m^ 

1.2 1.2.3.4 i .2. . .{^rn — 'i) 

COSÔJ7.J:*"» 
I .2. . .4//1 

Ce reste tendant vers zéro quand m augmente, la série 

i [. ... 

1.2 1.2.3.4 

sera convergente et aura pour somme cosx. 

80. Considérons enfin la fonction y :rr= arc tansfx. Cette 
fonction représente une infinité d'arcs différant les uns des 
autres de multiples de ir. Pour préciser, nous considérerons 
celui de ces arcs qui est nul pour x ^= o. 

Pour développer cette fonction en série et discuter la va- 
leur du reste, il faudrait trouver l'expression générale de ses 
dérivées. Comme elle est fort compliquée, nous emploierons 
un autre procédé. 

On a 

•^ I -f- ^-^ ^ I -h »x * 

Si donc on pose 

■ 

la fonction R(^) s'annulera pour o? = o et aura pour dérivée 

y En lui appliquant la formule de Maclaurin, réduite à 

son premier terme, on aura donc 

R(a7) :=z R'(e^) -_= , 

étant compris entre o et i. Cette quantité, évidemment 
moindre que o?^", tendra vers zéro si mod^ <C 1 . 
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Donc la série 

est convergente si modx <! i et aura pour somme arc tangj*. 
Au contraire, si mod^ ;> i , il est clair que la série est diver- 
gente, car ses termes vont en croissant. 

81. C'est sur le développement qui précède qu'est fondée 
la détermination numérique du nombre ic. A cet effet, on cal- 
cule d'abord l'arc <f qui a pour tangente j. La formule don- 
nera 

I T 



5 3.5' 
On aura ensuite 



9. tan°:9 5 



tang2©= - i-— = — , 

^ ^ I — tang*(p 12 

tang4?=^ — ,-^— = 

^ I — lang*2(p 119 

tz\ tan£r4® — 1 I 
I _^ ____i — — 

tang4(p ~ 289 






d'où 



^"^ ~ 4 ~ 23^ ~ 3.239» "* ' 



équation qui donnera tt. 



III.— Procédés pour effectuer les développements en séries. 

82. Soient x un infiniment petit, y=if(^x) une quantité 
qui en dépend. Proposons-nous d'en déterminer une valeur 
approchée, de la forme 

et qui ne diffère de la véritable que d'un infiniment petit 
d'ordre n. 

Si f'*{oc) est continue aux environs de a: = o, la formule 
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•de Maclaurin résoudra la question. Elle donne, en effet, 

n-lf(n-\)(Q\ 

J-/(o)+^/'(o)^-...4-.— f^-^--J + R„. 

R,i étant d'ordre >/i, et par suite négligeable. Mais cette mé- 
thode exige le calcul des dérivées successives de/(jc), qui 
peut être fort pénible. Elle est d'ailleurs inapplicable si/''(x) 
n'est pas continue aux environs de ^ = o. 11 convient donc 
d'indiquer d'autres procédés. 

83. Si j' ^= w 4- ç' -i- . . . , la valeur approchée de y sera 
-évidemment la somme des valeurs approchées des fonctions 
partielles 11,^^, .... 

Si l'on veut se borner à calculer la valeur principale de )', 
on ne conservera, parmi les fonctions u, s?, . . . , que celles 
dont l'ordre est le moins élevé ; on calculera leurs valeurs 
principales et on les ajoutera ensemble. 

Si toutefois ces valeurs principales avaient^ une somme 
nulle, ce serait une preuve que l'approximation est insuffi- 
sante; il faudrait donc recommencer le calcul en prenant un 
lerme de plus dans le développement de chacune des quanti- 
tés w, (^, .... 

Soit, par exemple, 

V ^=: 2 sin^* — sin2»t' -h j?'. 

Les quantités 2 sinx et — sin ^x sont du premier ordre; mais 
la somme de leurs valeurs principales est nulle. Poussant donc 
l'approximation plus loin, on posera 

2.r' 

2 smiT -z^ix -f- . . . , 

1 .2.0 



8.r» 

Sm2 J? =: 2 J7 

I 

d'où 



Sm 2 J? =: 2 J7 ^ -h . . . , 

I .2.3 



yz=LX^{— J -h J-hi) -T. . .— 2.r'-|- 

84. Si JK = u\^% u et V étant respectivement d'ordre a et p, 
on aura sa valeur approchée en multipliant ensemble les va- 

J. — Cours, I. 6 
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leurs approchées des quantités u et ç et négligeant dans ce 
produit les termes d'ordre ^ n. Il suffira évidemment de pous- 
ser l'approximation de u jusqu'aux termes d'ordre n — p, 
celle de {f jusqu'aux termes d'ordre n — a. 

Le premier terme de l'expression de^^, qui constitue sa va- 
leur principale, est évidemment le produit des valeurs prin- 
cipales de u et de ^. 

83. Si v= -> soient 

Ux — A^* -h A'^*'-h .... 

des valeurs approchées de u et de v^ et soient 
On aura 

// Ux UVx — VUy Rc, — S M, 

V et i'i étant d'ordre p, et Ux d'ordre a, cette expression sera 
d'ordre > n si l'ordre de R est ^ n H- (3, et si celui de S est 
^/i + a — 2p. 

On aura alors, dans les limites d'approximation deman- 
dées, 

u Ux 

Cela posé, on effectuera la division de Ux par Vx jusqu'au 
moment où l'on introduirait au quotient des termes de degré 
^ n» 

Soient q ^= Cx^ -h Gx^' -\- ... le quotient de la division, T 
le reste ; on aura 

V = — — Cx^t -h Cxt'-h ... H 

Vx ^1 

T 
Le premier terme du quotient -- étant, par hypothèse, 

_ T _ 

d'ordre j /i, — sera d'ordre 5: /i et pourra être négligé. 



DÉTELOPPEBIENTS EN SÉRIE, 83 

On aura donc 

j — CarT-hC'xT'-f-. . . 

avec l'approximation demandée. 

Le premier terme de ce développement G^T, qui est la va- 
leur principale de^, sera évidemment le quotient des termes 
A j;*, Ba:P, valeurs principales de u et de v. 

Si 3 > a, les premiers termes de la suite y^ Y^? • • • seront 
négatifs. Dans ce cas, la formule de Maclaurin n'aurait pas 
été applicable à la fonction j^, car cette fonction, devenant in- 
finie pour ;r=o, serait discontinue, et ses dérivées égale- 
ment. 

86. Au lieu d'effectuer la division de u^ par v^y on aurait 
pu, ce qui est au fond la même chose, poser 

, y — Cx-^-k-Cx-^'-r. . ., 

C, G', . . . , Y, y', . . . étant des coefficients indéterminés. 
Gela posé, l'équation y := ~ pourrait s'écrire 



ou 

(C^T -h C'j7t'-4- . . . ) (B.r? -h B'x>' -h . . . ) = A^« 4- A'x*'-h . . . , 
ou, en développant les calculs dans le premier membre, 

BC j?^-^T 4- . . . = A j;* -f- A'j?*'-h 

En exprimant l'identité des termes du second membre de 
cette équation avec les termes correspondants du premier 
membre, on obtiendra une série d'équations de condition qui 
détermineront G, y? • • • • 

Ainsi, par exemple, les premiers termes 

BCj:?^7 et A^« 
devant être identiques, on aura 

BC=:A, 
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d'où 

87. Comme application de celte méthode, proposons-nous 
de calculer les premiers termes du développement en série 
de l'expression 



e^ — I 2 1 e^ — I 

Cette fonction ne changeant pas quand x change de signe, le 
développement ne contiendra que des puissances paires. Po- 
sons donc 

= A -h B, Bj — - H- Bj 



2e^ — I 1.2 1.2.3.4 1.2. ..6 



• • • 



il viendra, en chassant les dénominateurs et remplaçant e* 
par son développement, 



x^ 

_l ^ 

1 . 2. . .n 



X f X x^ 

- 2 H 1 +. 

2 \ I 1.2 

\I 1.2 1.2. ../l /\ 1.2 I.2.J.4 / 

Égalant les coefficients des mêmes puissances de x dans 
les deux membres, on trouvera 

I — /V.J .... 

I I A 



a i.a. . .n 1.2.. .(« + 1) 

B, B, 

— I — _^— ^_^— ^_-^— — ^__.^.^_ ___ _^____-^_^_^_^^^^___— _ 1 . . . . , 

1.2... 1. 2... (/l — l) I.2.3.4...I.2...(/l — 3) 

équations qui détermineront successivement A, B4, B^, .... 
On aura même deux équations pour calculer chacune des 
quantités B. On trouve ainsi 

B,= -J, B.r:.^'-, B3=^, 

3o 00 2730 
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88. Les nombres B<, B2, . . . portent le nom de nombres 
de Bernoulli. Ils se rencontrent dans une foule de questions 
d^ Analyse. Ils ont, en particulier, une liaison intime avec les 
sommes de puissances des nombres entiers. 

Pour établir cette relation , posons 

7 = e* -h e** -h . . . -+- e^n-»)^. 
On aura 

et pour X = o 

(/«) )o ~ i« 4- 2» -h . . . -,- (/i — 1)«. 

Mais on a d'ailleurs 



c* — I a: e^ — i 

nx 



n^x* 



1.2 / X Bi^r* Bj^* 



(- 



X \ 2 1 .2 1 .2.3.4 

-^— /xq ~t~ *»-i X — T~ • • . ~T~ ■»»-{| X — r~ • • • » 

en posant 

n«^-* I n* B, /i«-» 



A.i= 



1 .2. . .(a -h i) 2 1.2. ..a 1.2 1.2. ..(a — i) 

On aura donc 

I*-4- 2*4-. . .4-(/l — !)*:=( 7^*) )o-- 1.2. . .aA« 

'ï*"^' I B, , Bo , ,, , , 

= /l«H ^a/i*-i ^a(a — i)(a— 2)/l*-'4-. 

a-hi 2 1.2 1.2.3.4 

89. Soient7 = y/w et M = M< + Ri 

étant une valeur approchée de u. On aura 

u — u* R 



V^ — V^ ^=^ 



V^ -h y/tti v'^w 4- y/wi 



a 

2 

a 

- - • 

2 



86 PRBMifeRE PARTIE. — CHAPITRE III. 

Le dénominateur de cette expression étant d'ordre * > elle 

sera négligeable si Tordre de R est > n 

Si donc Ui a été calculé avec cette approximation, on 
pourra poser 

et^ pourra se calculer en extrayant la racine carrée de «< jus- 
qu'aux termes de Tordre n. En effet, soit q la racine ainsi 

obtenue. On aura 

/— w, — q^ 

\/ui-hq 

quantité négligeable, car y/wi et q sont d'ordre - et w< — q^ 
d'ordre ^/i -i — ; en effet, le terme suivant de la racine car- 

^ 2 

rée, lequel s'obtiendrait, d'après la règle connue, en divisant 
le premier terme de U\ — q^ par le double du premier terme 

de y, lequel est d'ordre -j serait d'ordre ^/i par hypothèse. 

On aura* donc, avec l'approximation demandée, 

y ^ ^• 

On aurait pu également employer la méthode des coeffi- 
cients indéterminés, en posant 

et déterminant G, C, . . . , y, y'. . . . de manière à rendre 
identique l'équation 

(G j^'ï H- G'crT'4- . . .)' — Ao;* -h A'^*V 

90. Soit, plus généralement, 



y^=. u"* 



y 



m étant fractionnaire ou incommensurable. 
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Posons II := ^i^-\- r, w, désignant sa valeur principale. On 
aura, par la formule. du binôme, 

'^ * * 1.2 * 

Connaissant les ordres respectifs de ^^^ et de ç', on verra 
aisément combien il faut prendre de termes dans la formule 
pour que R soit d'ordre n, et par suite négligeable. Cela fait, 
on n'aura plus qu'à calculer ç avec une approximation suffi- 
sante, et on en déduira aisément p-, v^, .... 

91. Proposons-nous, comme application, de développer 
le radical 



1 



(i — aao: -h a*) 

suivant les puissances croissantes de a. 
Cette expression peut s'écrire 

[i — a(2J7 — a)] * iin I H a(2J7 — a)-f-... 

I 3 2 m — I a"*(2J^ — ol) 



m 



2 2 2 I . 2 ... 771 

11 ne restera plus qu'à développer les puissances du binôme 
2X — a et à réunir ensemble les termes qui contiennent une 
même puissance de a. On obtiendra ainsi un développement 
de la forme 

I 4- X 1 a -r . . . 4- X„ a" --h . . . , 

OÙ X;, désigne un polynôme en x dont nous allons détermi- 
ner la forme. 

Le terme 

1 3 2 m — 1 a"* ( 2 j: — a )"* 

2 2 2 I . 2 . . . //l 

ne fournira évidemment de terme en a" que si m est ^-j 
mais ^/i. S'il est compris entre ces limites, il donnera le 
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terme 

1.3... (2 m — i) i .2. . .m 



2"*. 1.2... m i.2...(/i — m). 1.2. ..(2/71 — n) ' ^ ' 

1 . 2 . . . ( /i — //i ) . 1 . 2 . . .2m t/.r " 
Mais on a 

I .3. . .(2772 — i) I I 

I.2...2//i 2./i...2W 2"*. 1.2... m 

I-ie terme précédent pourra donc s'écrire 

' ^^ f/ N» m 1.2. . ./i H 

2'*. 1 .2. . ./* t/vt"' |_ I .2. . .m. 1 .2. ..(// — m) J ' 

et l'on aura, par suite, en ajoutant tous les termes en a", 

^ I ^'* Vf/ N» ... I.2.../2 , "1 

2'^,i ,2, . ,n djc'*^\_ I.2.../;^.I.2...(/^ — //i) J 



m 



On peut d'ailleurs sans inconvénient étendre la sommation 



n 



aux valeurs de m qui sont moindres que -> les termes ainsi 

ajoutés étant évidemment nuls. La somme entre parenthèses 

deviendra égale à (x^ — i)". On aura donc, comme résultat 

final, 

I d^ 

Les expressions X;, sont connues sous le nom de poly- 
nômes de Legendre, Elles jouissent de propriétés reniar- 
quableSy et nous aurons plusieurs fois l'occasion de les re- 
trouver, 

fin 

92. L'expression j>' = ^-^ ( x^ — 1)" satisfaisant, comme 
nous l'avons vu (49), à l'équation différentielle 

(j?* — i)y-i- 2xy — n{n -f- 1) J — o, 
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elXrt n'en diflTérant que par un facteur constant, on aura évi- 
demment 

93. Trois polynômes successifs X„.|, X„, X,/^i sont liés 
par une relation linéaire que nous allons établir. 
Prenons la dérivée par rapport à a de l'équation 

(l — 20LX -hOL^) ^ = I -h Xja -+-. . . -H X^a'* 4- . . .; 



il viendra 

_3, 

(x — ol) (i — 20LX -^ o(}) '~X, -}-. . . + nX^a^-'-h 

Multipliant par i — aaj? + a^ et remplaçant ensuite 

(i — 2 0LX-}-a}) * 

par sa valeur, nous trouverons 

(^ — a) (1 -hXja +. . .-4-X;»a'»-L-. . .) 

== (i— 2aj?-H a*)(X,-f-. . . + wX^a»-*-!-. . .), 

d'où, en égalant les coefficients de a", 

ocX„ — X„-,— (/i-M)Xrt+.,— 2/iJcX„+ (/i — i)X„_,, 

ou enfin 

{n-\- i)X„^i — (2/1 -i-i)j?X„+ nXn-i~—o, 

94. Supposons maintenant que la quantité^ soit définie 
par une équation 

(i) o —/{x, y) =z Xx'^y^ 4- A.| j7«' yP» -H . . . 

de degré m par rapport à jc et de degré n par rapport à^; 
cette équation donnera, pour^, n valeurs distinctes 

y 11 • • • » ytf 

Proposons-nous de développer chacune d'elles suivant les 
puissances croissantes de x. 
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Cherchons d'abord leurs valeurs principales. A cet effet, 
nous poserons 

R étant d'ordre > [jl. Cette valeur étant substituée dans l'é- 
quation, celle-ci devra être identiquement satisfaite. En par- 
ticulier, les termes d'ordre minimum devront s'y détruire. Ils 
seront donc au nombre de deux au moins. D'ailleurs, ces 
termes ne peuvent évidemment être cherchés que dans la sé- 
rie des termes 

provenant de la substitution du premier terme Mx^ de la va- 
leur de r. 

Donc [Jl doit être choisi de telle sorte que dans la suite des 
exposants 

il y ait plusieurs termes minima. 

Supposons cette condition réalisée, et soient, par exemple, 

ces minima. On obtiendra les valeurs de M correspondant 
à cette valeur de [x en égalant à zéro la somme des coefïî- 

AM? -+- A, MPm- . . . 4- A,-MPi. 

D'ailleurs, M doit être différent de zéro. Si donc nous sup- 
posons les quantités j3, jîi, . . . rangées par ordre de grandeur 
décroissante, M aura jâ — j3/ valeurs, déterminées par l'équa- 
tion 

(3) AMP-P' 4- A, MP'-P' -f- . . . 4- A,- z= o. 

95. Newton a donné une construction géométrique élé- 
gante pour déterminer les valeurs de [jl. 

Représentons chaque terme de l'équation /{^^y) = o, tel 
que Aa?*j'^ par un point ayant p pour abscisse et a pour or- 
donnée. On obtiendra un système de points dont l'un au 
moins sera sur l'axe des x ; sinon l'équation /(^, y) = o con- 
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tiendrait en facteur une puissance de x que Ton pourrait sup- 
primer avant de la traiter. 

Cela posé, les relations (2) montrent que les points p, a, 
^,, ai, . . . , ^^it ^i sont situés sur la droite 

mais les autres points ^,4.1, a,+i, . . . sont situés en dessus, 
en vertu des relations a -f- [xjî <; a/^i + [x^z+i , .... 

Donc la droite en question seraTun des côtés inférieurs du 
polygone convexe PQRSTU circonscrit au système de points. 




On n^aura donc qu'à tracer ce polygone pour construire les « 
diverses droites qui répondent à la question. Leurs coeffi- 
cients angulaires, changés de signe, donneront les valeurs 
de ?JL. 



96. Des relations (2) on déduit 



p-?/ 



«1 — «/ 



Donc [A sera un entier ou une fraction commensurable. 
Soit - cette fraction réduite à sa plus simple expression ; on 
aura évidemment 

y, y,, ... étant des entiers. 
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L'équalioD (3) deviendra donc 

(4) AMï^-+-AiM7.7-h. . .4- A, = o 

et sera du degré y par rapport à M^. A chaque valeur de M^ 

correspondent d^ailleurs q valeurs difTérentes de M, résultant 

de la multiplication de Tune d^entre elles par les q racines de 

Tunité. 

A chaque groupe de r racines égales de Téquation en M^ 

correspondront q groupes de r racines égales pour Téquation 

en M. Le degré p — P/ de cette équation étant d'ailleurs ^ /i, 

on aura 

qr ^ n, 

97. Cela posé, désignons par M une des racines de l'équa- 
tion (4), par r son degré de multiplicité. Parmi les fonc- 
tions j'i, ..., yn^ il en existera r qui ont pour valeur princi- 

E 
pale M^r^. Pour les séparer, il faudra pousser Tapproximation 

plus loin, en calculant le second terme de leur développe- 
ment. 

A cet effet, et pour éviter les expo^nts fractionnaires, nous 
poserons 

Xx et^i étant de nouvelles variables. 

La substitution donnera une nouvelle équation 

du degré n en Vi. On trouverait, comme tout à l'heure, la 
valeur principale M< x\ de chacune des racines de cette équa- 
tion. 

Parmi ces racines, il en est évidemment r correspondant 
à des valeurs de [jl, plus grandes que p : ce sont celles qui 
correspondent aux valeurs de y dont la valeur principale 
était iMa:f. 

Soit [JL| = — Tune de ces valeurs plus grandes que/>, ré- 
duite à sa plus simple expression. Les coefficients correspon- 
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danls M| seront les racines d^une équation algébrique de 
degré ^r. Soient M< une de ces racines, r< son degré de 
multiplicité; on aura dans l'équation q^ groupes de î\ ra- 
cines égales. Donc 

et, par suite, 

98. Posons maintenant 

^\ — ^ÎS Ji — Mi-^Ç' -+- Jî, 
d'où 

ûc =1 œ^^ , jK izi M J7Ç*7i -i- M, x\^ 4- /?. 

On aura une nouvelle équation en ^2» q^c l'on traitera comme 
la précédente. 

Continuant ainsi, on obtiendra, pour l'une quelconques^ 
des racines de l'équation proposée, un développement de la 

forme 

7 1= M XP9,<it- 4- M| XPi^t- -+- Mj XPf" H- . . . , 

en posant 

Le produit qq\q2'-» ne pourra d'ailleurs surpasser /i, 
quelque loin que l'on pousse le développement. Il arrivera 
donc nécessairement un moment à partir duquel les entiers 
qh Çi'+i^ ... se réduiront à l'unité. Il existe donc une quan- 
tité X, puissance fractionnaire de x^ telle que le développe- 
ment de y suivant les puissances de X, prolongé aussi loin 
qu'on le voudra, ne renferme que des puissances entières. 

Soit d'ailleurs X = a;^ . L'équation 

pourra s'écrire 

Elle ne change pas si l'on y remplace X par 8X, étant 
l'une quelconque des racines p'*™" de l'unité. Donc la racine q, 
que nous avons développée suivant les puissances de X, fera 
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partie d'un système de p racines associées, dont les dévelop- 
pements se [déduiront les uns des autres en y remplaçant X 
parÔ,X, 92X, . . ., 8|, 82, ... désignant les racines p**"" de 
Tunité. 

99. On pourrait évidemmciii user du même procédé pour 
développer les racines de Téquation /(.r, y) -- o suivant les 
puissances descendantes de x. Il faudrait seulement considé- 
rer dans le polygone de Newton, au lieu des côtés inférieurs 
RQ, QP, PU, UT, les côtés supérieurs RS, ST. 

100. La théorie précédente est susceptible de nombreuses 
applications : 

I** Soient 

/(X, V ) -: - M J'« -f- M, J'". -t- . . . ::: O, 
cp(j:, V) --- N /'• 4- N,/'». H- . . . :: O 

(/eux équations algébriques. On demande de former Iné- 
quation finale en X résultant de V élimination de y entre 
ces équations. 

Soient ^1, ^2) • • • ^ym les valeurs de^^en x, déduites de 
la première équation, yj <,..., tj^ les valeurs déduites de la 
seconde. La variable x^ devant évidemment être choisie de 
telle sorte que l'une des valeurs ^0 jKt? • • • ^ y m soit égale à 
Tune des valeurs tji, . . . , t^,,, satisfera à Téquation 

Or on a d'une part 

• • » 

et d'autre part 

M(7i — v;,)(7, — 7), )...(/,„ — T,i) :-/(cr,7),) ~MT,7-hM,T,7». f- 
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L'équalion (5) pourra donc se mettre sous les deux formes 
suivantes : 

Multipliant par N'^M'* pour chasser les dénominateurs, il 
viendra 

(6) o = M» ^(j:, ji) . .- . cp(^,/,„) = N'«/(^» ^i) • • -/(^j ^i/i)- 

On voit, par cette double forme donnée au premier membre 
de l'équation finale (6), que son premier membre est une 
fonction entière, d'une part par rapport aux coefficients N, 
N«, ... de la fonction <p, d'autre part par rapport aux coeffi- 
cients M, M|, ... de la fonction/. C'est donc une fonction 
entière de x. 

Pour obtenir sous forme explicite le premier membre de 
cette équation, il suffira de calculer son développement sui- 
vant les puissances descendantes de x, par les règles qui ont 
été exposées. Pour cela, on calculera d'abord les développe- 
ments des racines j'i, . . . , y,,ij puis ceux des fon-ctions en- 
tières M", f(^5jKi)i ' - ■ •> ?(^j^/w)j ®t enfin celui de leur 
produit. Comme d'ailleurs on sait d'avance que ce produit 
est un polynôme entier en x^ on arrêtera le développement 
aux termes de degré zéro. 

Ce procédé de formation de l'équation finale serait assez 
compliqué, mais il permet de reconnaître facilement son de- 
gré. Il suffira pour cela de calculer le premier terme de 
l'équation. 

On peut reconnaître, par un procédé analogue, si l'équa- 
tion finale a une racine nulle, et assigner son degré de multi- 
plicité. Il faudra pour cela chercher le premier terme du dé- 
veloppement de son premier membre suivant les puissances 
croissantes de x, 

a** Soit /(x^ y)=zo une courbe algébrique. On pourra étu- 
dier l'allure de ses branches infinies en développant les di- 
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verses valeurs de Tordonnée y suivant les puissances descen- 
dantes de X, 

3** On pourra également étudier l'allure de la courbe aux 
environs d'un de ses points (a, b). Pour cela, posons 

il viendra 

/{a-hXi,b-hyi) ~o. 

Il ne restera plus qu'à développer suivant les puissances 
de Xi celles des valeurs de i'^ qui s'annulent avec Xi. 

101. D'après les définitions que nous avons données, une 
quantité ^% dépendant d'un infiniment petit (ou infiniment 

grand) x^ est d'ordre a si le rapport -^ tend vers une limite 

finie, et difTérentc de zéro lorsque x tend vers o (ou vers oo ). 
Mais ce serait une erreur de croire que Tordre d'infinitude 
d'une fonction quelconque de x soit toujours susceptible 
d'une semblable évaluation numérique. 

Considérons, par exemple, la fonction y -— e^. On aura^ 
comme nous l'avons vu, 

V iiziIH h . . . -i ; 

•^ I 1.2...//* 

et par suite, si a: >- o, 



• • y 



.r"» 



1 . 2 . . . //i 



m étant un entier quelconque. 
On aura donc 



V .r 



m- a 



X* 1 . 2 . . . //l 

Supposons m > a et faisons tendre x vers oo . On aura 

lim ^^ ^ lim ~ =: 00 . 

x^ '~ 1 . 2 . . . //i 

On voit donc que, 5* ,r tend vers 4- 00 , e-^ tendra égatc" 
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ment vers -f- oo , et cela plus rapidement qv!une puissance 
quelconque de x. 

102. L'équation 

donne 

X — log/. 

Donc, si logj' tend vers -|- oo , il en sera de même de y^ qui 
croîtra plus rapidement qu'une puissance quelconque de log^. 
Donc, réciproquement, si^ tend vers + oo , logjK tendra vers 
-f- 00 , mais moins rapidement qu'une puissance quelconque 
de r. 

« 

Posons 

I 

•^ z 

d'où 

Si^ tend vers +00 , z tendra vers o et logz tendra vers — 00 , 

mais moins rapidement qu'une puissance quelconque de -> 

<<» 

prise avec le signe — . 

Donc, pour x infiniment petit (ou infiniment grand), logo: 
sera un infiniment grand négatif (ou positif), mais dont 
l'ordre est inférieur à toute limite. Il ne saurait donc être 
question de lui assigner une valeur principale de la forme A j;*. 
C'est un infini d'une espèce particulière et irréductible à 
ceux que nous avons considérés jusqu'ici. 

103. Soit maintenant u = Ax* + Bx^ + . . . + R une fonc- 
tion quelconque développable suivant les puissances de x. 
Proposons-nous de développer ïogu. 

On aura évidemment 

loga = alog4r4-logA-hIog( iH ^ j. 

Le dernier terme de cette expression sera développable au 

J. - - Cours, I. 7 
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moyen de la formule qui donne log(i-h^). Mais le terme 
a\ogx par lequel commence le développement de logw sera 
irréductible avec ceux qui le suivent. 

lOi. Les divers développements que nous avons obtenus, 
étant limités à un certain nombre de termes, donneront tou- 
jours une valeur approchée de la fonction qu'on développe 
lorsque x sera suffisamment petit (ou suffisamment grand si 
les puissances de x vont en décroissant). 

En les prolongeant indéfiniment, on obtiendra des séries 
infinies. Si ces séries sont divergentes, elles n'ont aucun sens. 
Mais Caucliy a signalé ce fait remarquable que, même en étant 
convergentes, elles peuvent ne pas être égales à la fonction 
qui leur donne naissance. 

Considérons, à cet effet, la fonction y(jr)r-z^ •^. Ses déri- 
vées successives sont une somme de termes de la forme — e "**• 

Cela se voit immédiatement sur la dérivée première, et Ton 
vérifie non moins facilement que la dérivée d'un semblable 
terme se compose de deux termes de cette forme. 

Ces dérivées s'annulent toutes pour j: =-= o, car, en posant 

I 

- z=z z, on aura 

X 



"^ .-- 


az"" 


- e 


_ — j 


x^ 


e^ 



quantité dont la limite est nulle pour x ~ - o^ d'où z ~~oo . 
La série de Maclaurin 

/(o) -\-xf'{o) -f- 

prolongée indéfiniment, sera donc convergente, tous ses 
termes étant nuls. Mais elle est égale à zéro et non k f{x)n 
Il est donc nécessaire, pour reconnaître si une fonction est 
développable en série infinie par la formule de Maclaurin, 
d'étudier le reste R„ et de s'assurer qu'il tend vers zéro quand 
n augmente indéfiniment. C'est ainsi que nous avons procédé 
pour développer (i -h ^)'", log(i -4- x), ... 
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lOo. Soit f{x) une fonction qui devienne indéterminée 
pour une valeur particulière a de la variable. On nomme 
vraie valeur de cette fonction pour j? = a la limite vers 
laquelle tend f{a-{-h) lorsque h tend vers zéro. Cette 
vraie valeur peut être finie, infinie ou indéterminée. Si elle 
est déterminée, elle se trouvera en cherchant la valeur prin- 
cipale du développement de f{x -h h) suivant les puissances 
croissantes de h. 

Soit, par exemple, /(j?) = T^ — r> o et i^ s'annulant pour 

x=^a^ mais étant développables par la série de Tajlor; on 
aura 

Soient respectivement cp^(«) et ^^{à) les premiers termes 
qui ne s'annulent pas dans les deux suites 



?(«), ?'(«), .-.^ ?"(«) et ^{a), ^\a), ..., ^.«(a). 
La vraie valeur sera 

1.2. . .p 4''' ( ûf ) 

Elle sera nulle si p >> «r, infinie si /? < 7, éffale à -t-- — - si 

106. S\/(x) devenait indéterminée pour a: = 00 , on dé- 
velopperait /(j:) suivant les puissances décroissantes dex; 
et la vraie valeur serait nulle, finie ou infinie, suivant que 
Tordre du premier terme du développement serait négatif, 
nul ou positif. 

107. Certaines expressions nécessiteront des changements 
de variables pour être ramenées à celles que nous avons trai- 
tées. 
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Exemples. — i° Soit à trouver la vraie valeur de Texpres- 
sion m{\x — i) pour m infini. 

Lorsque m tend vers ce ^ sx tend vers l'unité. Nous au- 
rons donc 

\ X — I -H A, 

h tendant vers zéro. 
On en déduit 

-^- — log(i -f- h), m ^. — 7-^^;- » 

et, en substituant. 



,. \o^xJi 

Y — lim j ; j- 



pour A = o. 
Mais 



log(i 4- A) — A — — -+- 



Substituant cette valeur et supprimant le facteur h com- 
\ mun au numérateur et au dénominateur, il viendra 

y = lim -, -— lo2:x. 

i -}_... 

2 

a° Soit à trouver la vraie valeur de l'expression 

pour m infini. 

Posons in^= nx. L'expression cherchée deviendra 



■(-r=[(-Hn 



et aura pour limite e^, fin — j" ayant e pour limite. 

3** Cherchons encore la vraie valeur de l'expression y =z x* 
pour x = o. 
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On 



d'où 



log7 = ^logj7, 
lim logj := lima? logor = o, 

lini/ =: I . 



108. La vraie valeur d'une fonction de plusieurs variables 
est généralement indéterminée. 

Considérons, par exemple, la fonction t- — ^-^- Supposons 

que cp et ^ s'annulent pour :r = a, y^=^b^ mais que leurs 
dérivées partielles ne s'annulent pas. La vraie valeur serait la 
limite du rapport 

(^ (a~h h, b i - k) _ âa db 

Ha-^h,b^) - 'dj^df—l 



ou 

da db 

da db 

On voit qu'elle dépend du rapport variable t> à moins 

A 

que l'on n'ait 

d^ d^ 
da db 

da db 



IV. — Séries infinies. 

109. Nous avons trouvé au § III l'expression de diverses 
transcendantes par des séries infinies. L'étude directe de 
ces séries constitue une branche importante du Calcul de l'in- 
fini, sur laquelle nous allons donner quelques explications. 

Soient U\y u-i^ , , . y Unt • • • une suite indéfinie de quanti- 
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tés. Formons les expressions 

5, = M,, 

S^=z Ui-\- Uf-}-. . .-\~ U„. 

Si n augmente indéfiniment, il peut se faire : 
I** Que ces sommes successives ne tendent vers aucune 
limite déterminée. 

Ce cas se présentera, par exemple, pour la série 

4-1, —I, -4-1, — r, 

2^ Qu'elles tendent vers oo . 
Ce sera le cas pour la série 

3° Qu'elles convergent vers une limite finie s. 
On dira dans ce cas que la série infinie 

M, -h W, 4- . . . H- Wrt -I- . . . . 

est convergente et a pour somme s. 

Il faut évidemment, pour la convergence, qu'en prenant n 
suffisamment grand, toutes les sommes successives s„^ 
^/i+i> • • • > ^rt+/>> • • . ne diffèrent de leur limite commune 5, 
et par suite ne diffèrent entre elles, que d'une quantité aussi 
petite que l'on voudra. On doit donc, quelque petite que soit 
la quantité s, pouvoir déterminer une quantité n telle que 
l'on ait, pour toute valeur de /?, 

(en valeur absolue). 

Réciproquement, si cette condition est satisfaite, deux 
quelconques des sommes considérées Sn^p et 5,,+^ différeront 
de moins de 2e. Les sommes successives s^y 5o, , . . , s„y ... 
convergeront donc vers une même limite. 
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Des conditions précédentes 

(en valeur absolue), on déduit que m^+i, ^«4,2» • • •> doivent 
être < 26 en valeur absolue. Il est donc nécessaire, sinon 
suffisant pour la convergence, que les termes de la série 
tendent vers zéro quand leur indice augmente. 

HO. Considérons, en premier lieu, les séries à termes po- 
sitifs. Les sommes successives Si,S2y - . • , allant constamment 
en croissant, tendront nécessairement vers une limite déter- 
minée si elles ne croissent pas jusqu'à -c . 

m. Théorème. — Soient 

s _- fil -h w, -f- . . . et 2 - r, 4- Cj + . . . 

deux séries à termes positifs. Si l'on suppose : 

1° Que la série S soit convergente ; 

2® Qu'à partir d'un certain rang tous ses termes soient 
plus grands que les termes correspondants de s, cette der- 
nière série sera convergente. 

En effet, si Ton prend n assez grand pour que l'on ait 



i'/l-t-l f • . . . 4- i'/n-p 



^£, 



quel que soit /?, on aura, a fortiori. 

Si l'on suppose, au contraire : 1^ que la série S soit di- 
vergente; 2° qu'à partir d'un certain rang ses termes 
soient moindres que ceux de s, cette dernière série sera 
divergente. Car on pourra déterminer, quel que soît n, un 
nombre/? tel que l'on ait 

et, a fortiori. 
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112. CoROLLATRE I. — Une série 5 =-:: W| -h Wj + . • • à 
termes positifs est convergente {divergente) sUl existe une 
valeur \k du nombre variable n à partir de laquelle on ait 
constamment 

yun< r, {'l/u„> r), 

r étant une constante plus petite (plus grande) que 
l'unité. 

En cfTet, à partir du moment où rinégalité est satisfaile, 
les termes de la série seront respectivement plus petits (plus 
grands) que ceux de la progression géométrique convergente 

(divergente) 

/• -}- /•'-+-... -f- r'* 4- ... . 

113. Corollaire II. — La série s sera encore conver- 
gente (divergente) s'il existe une valeur [jl du nombre n 
à partir de laquelle on ait constamment 



a 



n 






r étant < i, (>» i). 
On aura, en effel, 



//„ < rw„_, < r'»-»' w^, {Un > r'^-^u^). 

Les termes u,^^\<, . . . , Un^ • • • seront donc moindres (plus 

grands) que ceux de la progression géométrique convergente 

(divergente) 

rwji -\- r-u^-^- . . .. 

114. On obtient un critérium de convergence plus précis 
en considérant la série 



I 


I 1 


s — - - 


i H i 


f* 


2* W' 
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Ses termes peuvent être groupés comme il suit ; 

r ' «1 

Chacun des a'' termes qui composent le terme général étant 
moindre que — > mais au moinsésralà -T—rrry sa valeur sera 

comprise entre — ; — - et On aura donc 

I I I 
S< 1 1 h ■ ..._ .. H ? 



jflr 2» 2''(*~*) 



I I 

s> ~ -h — -h 



I" 2* 2* 2'*<*~^^ 



Les séries qui forment les seconds membres de ces inéga- 
lités sont (sauf les deux premiers termes) des progressions 

géométriques ayant pour raison -^^ • Ces progressions , et 

par suite la série s. seront convergentes si c:>>i, divergentes 



si a ^ I . 



115. Théorème. — Une série s =^ Ut -]- U2-\~ - » » à termes 
positifs est convergente (divergente) s*il existe une valeur 
de n à partir de laquelle on ait constamment 

r étant une constante plus grande (plus petite) que 
l'unité. 

Comparons, en effet, cette série à la suivante 
a étant une quantité comprise entre r et Funité. 
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On aura 



mi-'^' 






Cette quantité teod vers a quand n tend vers oo . Il existe 
donc une valeur [jl de n à partir de laquelle elle sera com- 
prise entre r et Tunité. 

A partir de ce moment, on aura, si r >> i , d'où c: >> i , 

\ "n J \ *'/» . 

d'où 



On en déduit 



— — <c ~ — ) ou <C — 






quantités respectivement moindres que les termes de la série 
convergente 

Donc la série s est convergente. 

Si r<;i, le sens des inégalités étant renversé, la série s 
sera divergente. 

116. Passons à la considération des séries composées d'une 
suite de termes quelconques que nous supposerons, pour plus 
de généralité, pouvoir être imaginaires de la forme a -f- bù 

Nous rappellerons d'abord, au sujet de ces expressions 
imaginaires, quelques notions indispensables. 

La quantité a 4- bi peut être représentée par un point P 
(yî^. 3) ayant pour abscisse a et pour ordonnée b. Ce point 
se nomme Xaffixe de a + bi. 
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Joignons OP. La longueur p de cette ligne se nomme le 
module de a + bi. L'angle POX — 'f qu'elle forme avec Taxe 



l'ig. 3. 




des X se nomme V argument. On a évidemment 



__l_./;;ï 



a 



H-i/a^-r-^S cos9= y sm © = - > 
a -h ^4 ::= p(cos(p -f- « sincp). 

Pour que a -f- bi soit nul, il faut et il suffît qu'on ait à la 
fois a rrr o, b =r-.o, Ccs dcux conditious peuvent se résumer 
en une seule, p -— o. 

117. Soient p(cos(p-f- isinf) et pi(cosç< + isincpi) deux 
imaginaires. Elles ont pour produit 

pp,[cos(<p-htpi) -f-zsîn(cp4-<pt)]; 

d'où ce théorème : 

Un produit d'imaginaires a pour module le produit de 
leurs modules, pour argument la somme de leurs argu- 
ments. 



118. Soient 

p(cos«p H- « sîn^p), p, (costp, -H tsincp,), p j ( cos cp^ -H « sin <pj ) , ... 

des imaginaires ayant respectivement pour affixes P, P^ 



io8 
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^2» • • • {fis- 4)- Leur somme aura pour affixe le point qr, qui 
a pour abscisse 

p COSCp -f- Pi COScp, -H p2 C0SCp2 4- . . . 

et pour ordonnée 

p sinçp 4- Pisin<p, -hPî sin?p2 -f-. . . 

Pour obtenir ce point, il suffira évidemment de porter les 
unes au bout des autres les lignes OP, 0P|, OP2, en conser- 
vant leur direction. 

Fig. 4. 




La somme aura pour module la ligne OQ qui ferme le po- 
lygone. 

Aucun des côtés du polygone ne pouvant surpasser en lon- 
gueur la somme des autres, on aura ce théorème : 

Le module d^une somme algébrique ne peut surpasser 
la somme des modules de ses termes; mais il ne peut être 
moindre que la différence entre Vun de ces modules et la 
somme de tous les autres, 

119. Soit maintenant 



Wi 4- u 



2 ' 



une série à termes réels ou imaginaires de la forme 

Wj =: a, -H ^1 I, Wo = «2 4- ^2 £, .... 
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Pour qu'une semblable série soit convergente, il faut et il 
suffit évidemment qu'en prenant n suffisamment grand on 
puisse faire en sorte que la partie réelle a et la partie imagi- 
naire p de la somme Un+\ -h -•.-}- w«+p soient toutes deux 
plus petites que toute quantité donnée, et cela pour toute va- 
leur de p. 

S'il en est ainsi, le module yJcL^ -+- ^'^ de cette somme pourra 
lui-même être rendu inférieur à toute quantité donnée. Ré- 
ciproquement, si n peut être choisi de telle sorte que ce mo- 
dule soit, pour toute valeur de/?, inférieur à e, a et ^ seront, 
a fortioriy inférieurs à e, et la série sera convergente. 

120. Cela posé, soient respectivement Uo Ua, . . . les mo- 
dules des termes Ux, u^, • . . ; nous formerons la série 

S = Ui-hU2 4- 

Si cette série est convergente j la série s le sera. 

En effet, on peut choisir n assez grand pour que Ton ait 

et, a fortiori, 

.niod(w„^j-+-. . .-h Un^p) <e. 

Nous dirons qu'une série est absolument convergente 
lorsque la série des modules de ses termes est convergente. 

121. Théorème. — On n^ altère pas la valeur d'une sé- 
rie absolument convergente en changeant Vordre de ses 
termes. 

Soit s= Ui-r- U2-\-"- la série donnée. Changeons l'ordre 
de ses termes, et prenons dans la nouvelle série 5' un nombre 
de termes suffisant pour qu'on y retrouve les n premiers 
termes de s. Soient Sn la somme de ces termes, o- celle des 
termes que l'on a dû prendre dans la série s'. Cette dernière 
se composera : 

1° Des termes de 5,1 ; 

'2? De quelques-uns des termes suivants, tels que w., u^^ — 
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Soit lifi^p celui de ces termes qui a le plus grand indice. 
On aura 

G" — Sn ::= lia "H Wp -|- . . . , 

mod ( C7 — Sn) ^^ mod ( w« -h Wp -h . . . ) 

et par suite, si n est suffisamment grand, 

mod(c — Sfi) < E. 

Donc 0- différera aussi peu que Ton voudra de ^y,, qui lui- 
même diffère de s aussi peu que Ton voudra. 

122. Théorème. — Si deux séries 5 -= W| -]- «a -+- . . . , 
^ = t^i H- ^2 -h . . - sont absolument convergentes, la série 
YiU^v^ formée par les produits deux à deux de leurs termes, 
écrits dans un ordre quelconque, sera absolument conver- 
gente et égale à st. 

Soient, en effet, S, T les sommes des séries respectivement 
formées par les modules U<, U2, . . -, et V|, V2, • • - des 
termes de s et de t. Posons, d'autre part, 

^n "~ - ^1 -t- . . . -1- Ufi^ 
tfi "— ^ Vi ~, ■ . . . -r V/i* 

Prenons maintenant, dans la nouvelle série ^u^v^^ assez 
de termes pour y retrouver tous ceux du produit Sft t^. Soit K 
la somme de tous les termes que Ton a dû prendre. On aura 
évidemment 

R désignant une somme de termes de la forme «/»*'?' ^^^^ 
chacun desquels Tun au moins des deux indices a, ^ sera 
> «. 

Soit R = u^v^ -;- M.ç'jj- -r . - , et soit n -i- p \e plus grand 
des indices a, p, a', P', .... On aura 

K — s,f t,i ■■- Ua l'jj H- w«' <y -f- . . . j 
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d'où 

inod(K — s„t„) 

< U«Vp --f- Ua'Vp/ -h . . . 

< ( ^ 1 ~^ '-^ 2 "^ ■ ■ "+~ ^ n+p ) ( ' /i-f-1 -f" • • • -h » «-^-f> ) 

-h (U«^I -f- . . . -i- U„^p) ( Vl 4- ... -h V;,) 

"^C S(\rt-M H- . . . -t- > /n-/j) -H T(L,n_i -f- . . . -r-L /,,_,,). 

Cela posé, faisons croître n indéfiniment; U„+ H- . . . -j- Un^p 
et V,/^.i H- . . . -i-Yn+p tendront vers zéro, quel que soit/? ; on 

aura donc 

mod ( K — Snt„) <[ Ê, 

e étant aussi petit que Ton voudra. Donc K se rapprochera 
indéfiniment du produit s,it„^ qui lui-même aura pour li- 
mite st. 

123. Définition. — Si la série 

5 ^= Ml 4- «î -h . . . 
est convergente, mais la série des modules 

divergente, on dira que la série s est semi-convergente. 
Comme exemple de ces séries, on peut citer la suivante : 

s — I -j H- j -f- -j- -f- .... 

Nous avons vu, en effet, que la série des modules 

S r:._ I 4- 1 4- J- -h } + . . . 

est divergente. 

D'autre part, s est convergente. On a, en effet, 

U,i-x-\ 4- M/c+2 4- • . . -+- Un-'rp 









4-1 /i -1- 2 /14-3 f^-^-p 

La somme entre parenthèses est positive, car chaque terme 
négatif y est précédé d'un terme positif plus grand que lui . 
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D'autre part, elle est inférieure à — — j car chaque terme 
positif, sauf le premier, y est précédé d'un terme négatif plus 

grand que lui. Donc Un^i -f . . . -h Un^p, étant <C en 

valeur absolue, tendra vers zéro quand n augmente. 

lie marque, — On démontrerait de la même manière la 
convergence de toute série formée de termes alternativement 
positifs et négatifs et décroissant continuellement en valeur 
absolue jusqu'à la limite zéro. 

ISA. Théorème. — On peut donner une infinité de va- 
leurs différentes à une série semi-convergente en chan- 
geant l'ordre de ses termes. 

Soit 

5 im W, -H ttj -h . . . 

une semblable série, et soit 

son terme général. Posons 

modtt„= Un, modart — A^, mod bn — B^. 

Ou aura 

IJ«<A„4-B„. 

La série 

ayant, par hypothèse, une somme infinie, il en sera de même, 
a fortiori, de la série 

Ai-i-B,-i- A,-H Bj-+- 

Donc l'une au moins des deux séries 

Aj -t- Aj -\- . . . 

Bj -h B, -f- . . . 
aura une somme infinie» 
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Supposons, pour fixer les idées, que A| -h A2 H- . . . ail 
une somme infinie. 
Considérons la série 

g 7= flj -h û5j -4- . . . . 

Kl le sera convergente, car elle est formée par les parties 
réelles des termes de la série s, laquelle est convergente, par 
hypothèse. 

Donc les termes de la série cr décroissent indéfiniment 
quand n augmente. D'ailleurs, la somme 

A| "H- Aj -f- . . . 

de ces termes, pris positivement, est infinie. Donco- contient 
des termes positifs 

et des termes négatifs 

Chacune des deux sommes c 4- C| + . . . et rf -h rf, + . . . 
sera infinie, et si a* a une somme finie, cela tient aux sous- 
tractions qui s'opèrent. 

Cela posé, il est aisé de voir qu'en altérant l'ordre des 
termes de o- on pourra lui faire avoir pour somme un nombre 
quelconque M. 

Prenons, en efiet, dans la suite positive c -h (?<+.. . le 
nombre de termes nécessaire pour que leur somme surpasse M; 
puis, dans la suite négative d, d^, ... assez de termes pour 
ramener la somme au-dessous de M, puis dans la somme po- 
sitive assez de termes pour ramener la somme au-dessus de M, 
et ainsi de suite. 

La somme obtenue oscillera ainsi autour de M, dont elle se 
rapprochera d'ailleurs indéfiniment, car sa difl'érence avec M 
ne surpasse pas le dernier terme employé pour changer son 
signe, et l'on a vu que ces termes décroissent indéfiniment 
lorsque leur rang augmente. 

Cela posé, efiecf.uons sur la série s les inémes changements 
dans l'ordre des termes que dans la série o", on trouvera pour 

J. — Cours, 1. 8 
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somme de la série une expression de la forme M -h Ni, M 
étant quelconque. 

On voit par cet exemple combien il est nécessaire de n'ef- 
fectuer sur une série aucune opération sans en avoir démon- 
tré la légitimité. 

12S. Nous terminerons ces considérations sur les séries 
dont les termes sont des quantités numériques en démontrant, 
d'après Abel, le théorème suivant : 

Théorème. — Soient 

(i) aj-f-Wj-l-... 

une série convergente et clu ao, ... des quantités quel- 
conques telles que la série 

moda, 4- n)od(ai — a,) 4- mod(aj — 1^) 4- . . . 

ait une limite finie s, La série 

(2) a^Mi -h a2«2 -h. . . 

sera convergente. 

En effet, la série (i) étant convergente, on pourra déter- 
miner n de telle sorte que Ton ait, pour toute valeur de p, 

Pour démontrer que la série (a) est convergente, il sulfit 
d'établir que la quantité 

mod ( a;n_, Un+i 4- ... 4- t^n-t-p (^n^p ) 

peut elle-même être rendue plus petite qu« toute quantité 
donnée. 

Or on a évidemment 

^=^ */l4-p ( W/H- 1 -+-... 4- Ufi^p ) 

-+- {3trt-+-/ï-l — ^n-^p )(W/i+i -H- ••+"/»+-/>- 1) 
-+" (*/n-p-S — ^n-hp-i) ("»-+-l -4-. . .4- W« +-;,_! ) 



*+■ (*/n-l ""^ '^«4-î) ^n-^-ly 
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et, par suite, 

mod(ai,+i Un^i H- ... -h ct^-i-pUn+p) 
<i inoda;,_,_p6 
-f- mod («/rt-p-i — «A-t-p )^ 



On a d'ailleurs 
d'où 

moda„+y, < mod «1 4- mod («1— a,) -h. ..-h mod(«;n.p_i— a»+p) <iy. 
D'autre pari, 

mod(a„+i — a;,+,) -H ... 4- mod(«^+;,^i — cin^p) < s; 

donc 

mod(a,»+ia«H-i ■+-. . .4-a«+p«,*+p) < 25e, 

quantité qui peut être rendue aussi petite que l'on voudra en 
choisissant e assez petit. 

Le cas le plus intéressant de ce théorème est celui où les 
coefficients ai, a2, ... sont réels et vont constamment en 
croissant ou en décroissant, mais en tendant vers une limite 
finie. 

Soit m cette limite ; il est clair que l'on aura 

s zzz mod»! -H mod(a| — m). 

126. Remarque, — Si la série (i) est absolument conver- 
gente, la condition imposée aux coefficients a par l'énoncé 
du théorème ne sera pas nécessaire. Pour que la série (2) soit 
convergente, et même absolument convergente, il suffira que 
les modules des coefficients a ne surpassent pas, au moins à 
partir d'un certain rang, une limite fixe M ; car on aura évi- 
demment, dans ce cas, en prenant n suffisamment grand, 

mod ( a„+| Un+i -h ... -h a»+p u„^p ) 

<M(modtt„^.j-i-. . .-HmodM„4.p)^Me. 
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127. Passons à la considération des séries 

^ = M| -4- II, 4- M, -h . . . , 

dont les termes sont des fonctions d'une même variable z. 
Une telle série sera convergente pour les valeurs de z com- 
prises dans un certain intervalle, si pour chacune de ces va- 
leurs et pour chaque valeur de la quantité infiniment petite e 
on peut assigner une valeur de n telle que Ton ait pour toute 
valeur de p 

(3) mod( tt„H_i -+-...-+- Un+p) < e, 

£ étant aussi petit que Ton voudra. 

Le nombre n des termes qu'il est nécessaire de prendre 
dans la série pour arriver à ce résultat sera en général une 
fonction de z et de e. Néanmoins on pourra ti'ès habituelle- 
ment déterminer un nombre riy fonction de e seulement, et 
tel que la condition (3) soit satisfaite pour touto valeur de z 
comprise dans Tintervalle considéré. On dira, dans ce cas, 
que la série s est uniformément convergente dans cet inter- 
vaUe. 

Comme exemple de série non uniformément convergente , 
nous citerons la progression géométrique 

dans l'intervalle de o à i . 

Pour z = Oy tous les termes s'annulent. Le nombre des 
termes à prendre pour que l'erreur ne surpasse pas e sera donc 
égal à zéro. 

Soit, au contraire, z différent de o. L'ensemble des termes» 
qui suivent le /i**°" a pour somme 

Pour qu'il soit <C e, il faudra que l'on ait 



DÉ^-ELOPPEMENTS EN SÉRIE. II7 

d'où 

n > , — — I . 

log(i — Xî) 

Cette quantité reste finie pour toutes les valeurs de z que 
nous considérons. Toutefois elle croît au delà de toute limite 
si z se rapproche suffisamment de zéro. 

128. L'importance de la notion de la convergence uniforme 
résulte du théorème suivant, que nous démontrerons dans 
le Calcul intégral. 

Si la série s est convergente dans un certain intervalle 

et si la série 

s' = u\ -+- u\ -h «3 4- . . . 

des dérivées de ses différents termes est elle-même unifor- 
mément convergente dans ce même intervalle j s sera, dans 
cet intervalle, une fonction continue de Zy et sa dérivée 
sera 5'. 

129. Considérons, en particulier, une série 

5 t= «0 -H ûTi x; -f- . . . -h «rt 5" -f- . . . 

procédant suivant les puissances entières et positives de la 
variable z. On pourra donner à z une valeur telle que les mo- 
dules Mo, M|,. . ., M„, . . , des termes de la série ne surpassent 
pas toute limite (la valeur z = o satisfait toujours à cette con- 
dition). 

Parmi les valeurs de z qui jouissent de cette propriété, soit 
Ç celle qui a le plus grand module, et soient R ce module, 
jjL la limite supérieure des modules Mo, M,, . . ., M,,, . . . pour 
z = ^. 

Théorème. — La série s est absolument et uniformément 
convergente pour les valeurs réelles ou imaginaires de z 
dont le module ne surpasse pas p, p désignant une quan- 
tité quelconque inférieure à R. 



I m • • n 
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Les séries 

s' =z ai -\- 2aiZ 4-. . .H- nanZ'^~^ -i-. 
^'^ = 2 flj -h . . . 4- /2 ( /i — I ) a„ :;'*"'-+- . . . . 

obtenues en prenant les dérivées des termes de s, jouiront 
des mêmes propriétés. 

En effel, la série s peut s'écrire 

z fz\^ fz^ " 

Son terme général aura pour module 
Posons, pour abréger, 

La série Mo + M| -|- . . . + M;, 4- . . . , ayant ses termes 
moindres que ceux de la progression géométrique 

Uq -t~ W| — }— . . . — r~ M/i -\— • • • 1 

sera convergente. Donc s est absolument convergente. 

Pour démontrer l'uniformité de la convergence, il suffit de 
remarquer que l'on a 

mod(a„_K,5«^»-h. . .^-an^pZ"'-^') < w^^.,-! . . . \- u„^j,. 

Pour rendre cette quantité <C e, il suffira donc de choisir 
n de telle sorte que Ton ait 

Mais z ne figure pas dans cette dernière condition. La va- 
leur de n qui en résultera sera donc indépendante de z. 
2° La série s' pourra de même s'écrire 

s'=z~^--h2-^ - H \-n — — U 1 -h . . . , 
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et son terme général aura pour module 



M„_,~ ^moda„Ç« motifs ) <-jf(i{) ' 



^UiKJXlUf,^ IJUfllI- 



La série M| -{-. . . + M^ + . . . sera convergente, car ses 
termes sont moindres que ceux de la série 






<J = îT -i- -rr 77 -i- ••-+--.-( .r 1 -!-••• - Wj, 






où le rapport ^ d'un terme au précédent tend pour n 

infini vers la limite ^ plus petite que l'unité. 

L'uniformité de la convergence résulte immédiatement, 
comme tout à l'heure, de ce que, pour rendre 

mod[(/^ -h i)a«5'*-h. . ,-^ {n -{- p)a„^^z''-^P-^] 

inférieure à s, il suffit de faire en sorte que la somme des 
termes correspondants de la série o- soit <C £, condition indé- 
pendante de z. 

4^ Le théorème se démontrerait d'une manière analogue 
pour chacune des autres séries s'\ 

130. De ce théorème, combiné avec celui énoncé au n*^ 128, 
on déduit immédiatement le suivant : 

Théorème. — La série s est une fonction continue de z 
ayant pour dérivée la série s' pour toutes les valeurs de z 
dont le module est inférieur à p. 

Cette proposition peut d'ailleurs se démontrer directe- 
ment. 

Posons, en effet, s=f{z). Donnons à :; un accroissement 
infiniment petit h, réel ou imaginaire ; on aura 

f(z-T-h)-=:ia^~'t-ai{z^h)-ha2{z-\-h)^~\-... 

■:- «0 -H fli 5 -t- fli /i -h a^z"^ -\- 2aiZ/l -h «1 A* -h . . . 

z=z {a^-h a^z -i- a^z^ -^ . . .) ~h {ai-^- 2aiZ -¥-.. .)h ~^- ,. . 

z- f(z) -H s'h -{-s" 1 ) 

•^ ^ ' 1.2 
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d'où 



Az + h)—/(z)_ h 

— - - a) ~T~ «> 



I .2 



et enfin 



fi,)^Ain/^'-^^^-=lA^ 



s'. 



Les transformations successives que nous avons fait subir 
à l'expression /(^ -\- h) pour arriver à ce résultat ne sont évi- 
demment licites que si la série 

ao-\- aiz -{- a^h -\- UiZ* -h 9. a^zh -\- a, /i* -h . . . 

est absolument convergente. Mais cette condition sera satis- 
faite dès que h sera devenu assez petit pour que Ton ait 

raod^ + modA <[ modp. 

En effet, la série des modules a pour expression 

modûto-i- modai-s 4- modai A -h raoàa^z^ -f-. . . 
= mod «0 -i- Diiûd aj ( mod a 4- mod /i ) 
-\- mod «j ( mod^ H- mod /i )* H- . . . 
-< mod Uq -h mod a^ p -+- mod aj p' -h . . . , 

et cette dernière expression est convergente d'après le théo- 
rème du n° 129. 

131. Remarque. — La quantité p peut être choisie aussi 
voisine de R qu'on le voudra. Donc s sera continue et aura 
pour dérivée s^ pour toute valeur de z dont Faffixe est con- 
tenu dans r intérieur du cercle de rayon R. Si l'affixe est en 
dehors de ce cercle, les modules des termes de la série 
grandissant indéfiniment, par définition, la série est diver- 
gente et ne représente plus rien. 

Enfin, si Faffixe est sur le cercle, nous ne sommes plus 
en mesure de rien affirmer. 

Ce cercle se nomme cercle de convergence. Son ravon 
peut être infini, par exemple pour la série 

I -T- ^ --1 

I .9. 
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OU nul, comme pour la série 

I ~T~ At ~T~ I • 2 «** ~T~ 1 • 2 • «J 'V ~t~ . . • . 

V. — Produits infinis. 
132. Soient, comme au paragraphe précédent, 

une suite indéfinie de quantités. Formons les produits suc- 
cessifs 



Si n augmente indéfiniment, il peut se faire : 
1° Que ces produits successifs ne tendent vers aucune li- 
mite déterminée; 

2® Qu'ils tendent vers oo ; 

!^° Qu'ils tendent vers une limite finie II. 

On dira, dans ce dernier cas, que le produit infini 

est convergent et a pour valeur II. 

133. Nous admettrons, pour plus de généralité, que W| , .. , 
//„, . . . puissent être imaginaires. Soit, en général, 

Un - an -^bni — pn (cos^n ~^ « sina„). 
Le produit II;, siura pour module Oi . . .p„ et pour argument 

3t| — f— ... — f— 0C;|. 

Deux cas de convergence seront à distinguer suivant que, 
pour n = <x> , U,i tend vers zéro ou vers une limite différente 
de zéro. 

Le premier cas se présentera, quels que soient les argu- 
ments, si Ton a 

limp, . . .p„ --0, 
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OU, ce qui revient au même, 

limlogpi. . .p„ = lim(logpi-h. . .-h logp„) = — oo . 

Ce cas se reconnaîtra donc à ce caractère que la série 

logpi-h. . .H-logp«-h. . . 

est divergente et a pour limite — oo . 

134. Pour que le second cas se présente, îl sera évidem- 
ment nécessaire et suffisant que les deux expressions 

logp, . . .p,j et «i-f . . .-}-a„ 

tendent toutes deux vers des limites déterminées, autrement 
dit que les séries 

(i) logp, 4-. ..-hlogp„-h... 

et 

(2) «j -+-. . .-4- a„ H". . . 

soient toutes deux convergentes. 

Au lieu de la série (i), il sera, en général, plus commode 
de considérer celle-ci 

(3) logpj4-...4-logp«-f-..., 

qui s'obtient en doublant tous ses termes. 

Si les séries (2) et (3) sont absolument convergentes, il 
en sera de môme du produit II, dont la valeur sera évidem- 
ment indépendante de l'ordre des facteurs. Il dépendra au 
contraire de cet ordre et sera semi-convergent si les séries (a) 
et (3) sont elles-mêmes semi-convergentes. 

Si les quantités W| , . . . , Un, • • • dépendent d'une variable z, 
le produit sera uniformément convergent ou non en même 
temps que les deux séries. 

Une condition nécessaire, sinon suffisante, pour la conver- 
gence des séries (2) et (3), est que leurs termes tendent vers 
zéro pour n infini. Il faudra pour cela que p^ tende vers 
l'unité et a,, vers zéro. 
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Mais on a 

sin — 
?l-ctl-r-bl, a„.-arc 

cos — 

Il faudra donc que a„ tende vers l'unité et bn vers zéro. 
13o. Théorème. — Pour que le produit 

soit absolument convergent vers une limite différente de 
zéro y il faut et il suffit que la série 

S^:^{U^ — l) 4-. . .-h (a« — l) 4-. . . 

soit absolument convergente. 

En effet, la convergence de cette série, comme celle du 
produit, exige évidemment que l'on ait 

lim «;, = !, \\mbn--=o^ limp„ = i. 

Cela posé, les expressions 

_lo^p^_lo^-f-_pjî-j)__ 

P.1-I" ?l-^ '^^" ^ 

et 

• bn 

arc sm — 



a 



u 



p« 



bn bn 

tendront évidemment vers l'unité pour /i = oo . Ces facteurs 
seront donc, à partir d'un certain rang, inférieurs à une li- 
mite fixe, et il en sera de même de leurs inverses. Donc 
les séries (2) et (3) seront absolument convergentes en 
même temps que les séries plus simples 



et 



Se """S*"' 
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Mais si la série N bn est absolument convergente, il en 

sera de même de la série \ fe^,, dont les termes ont des mo- 
dules moindres, au moins à partir d'un certain rang. D'autre 
part, la série y {ci"^ — i) peut s'écrire 



1 



(a„4-i)(a„ — i) 



et sera absolument convergente en même temps que la sé- 
rie y {on — i), puisque le facteur a« -h i tend, pour n ^^ oc , 

vers une limite fixe égale à 2. Donc, pour que II soit absolu- 
ment convergent, il faut et il suffit que les deux séries 



\(a,, — i) et \ 



bn 



soient absolument convergentes, ou, ce qui revient au même, 
que la série 

\ (a„ — I-h bai) -:\ (m„— 1) 

le soit. 

136. Considérons, comme exemple, le produit 

"--(-t.')-O--l") 

II sera absolument convergent si, a étant > i, les coeffi- 
cients A|, . . ., A„, ... ont leurs modules inférieurs à une 
limite fixe M. On aura en effet 



• • • • 



- _ > 



et N — est convergente, comme nous l'avons vu. 

Le contraire aura lieu si a^i et si A.|, . . ., A,i, . . . ont 
leurs modules supérieurs à une limite 'fixe. 
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137* Comme application, considërons Texpression 

-/ V 1.2. ..(n — i) . 

n(/i, z) = -r ; — -. : n*. 

Soit T{z) la limite vers laquelle elle tend pour n= co . 
On aura évidemment r(^)=:oo si z est un entier négatif, 
car, à partir de la valeur /i= — z+i, toutes les fonctions 
n(/i, z) auront un facteur nul au dénominateur. 

Pour toute autre valeur de z, ^(2) aura au contraire une 
valeur finie et déterminée. En effet, on peut évidemment 
écrire 

et il ne reste qu'à prouver la convergence de ce produit infini. 
Or on a 



n(n-M,5) n (/1-+-1)* 

U{n,z) n-h Z itr 




z(z — 1) I 

— 1 ï ' 




lanl.. noiir n — 00 . %'pr« la limîfA fi 


,«^(^ '>, 



duit est donc absolument convergent. 



2 



Le pro- 



TI. — Fonctions exponentielles et circulaires. 

138. Pour donner à la théorie des équations algébriques 
la simplicité et la généralité qu'elle possède, il a été néces- 
saire de considérer, conjointement avec leurs racines réelles, 
les racines imaginaires qu'elles peuvent avoir. On se trouve 
donc naturellement conduit, dans l'étude des fonctions, à 
tenir compte des valeurs imaginaires qu'elles sont suscep- 
tibles de prendre pour certaines valeurs de la variable indé- 
pendante. 

Mais lorsque deux quantités variables sont liées par une 
relation, on peut choisir arbitrairement celle des deux que 
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l'on prendra pour variable indépendante. On est donc amené 
par la force des choses à donner à la variable indépendante 
elle-même y non seulement des valeurs réelles, mais des va- 
leurs imaginaires, et à étudier les valeurs correspondantes 
de la fonction. 

Cette extension n'offre aucune difficulté pour les fonctions 
algébriques, car on possède des méthodes pour calculer, si* 
non exactement, du moins avec telle approximation que Ton 
veut, les valeurs des racines d*une équation algébrique, que 
ses coefBcients soient réels ou imaginaires. 

Il en est de même pour toute fonction transcendante dé- 
finie par une série procédant suivant les puissances entières 
de la variable. En effet, dans Tintérieur de son cercle de 
convergence, une semblable série représente une fonction 
continue de >s, dont on obtiendra la valeur A-j-Bi corres- 
pondant à z = a + 6{, en effectuant la substitution dans 
chaque terme et développant chaque puissance de a -h bi par 
la formule du binôme. 

Les fonctions transcendantes élémentaires e', sin^, cos.z, 
log^, z'^ donnent lieu, au premier abord, à plus de diffi- 
culté. En effet, elles n'ont été définies que pour des valeurs 
réelles de la variable, de telle sorte que les expressions 
e^"*"*', sin(a -h 6i), . . . n'ont jusqu'à présent aucun sens. Il 
dépend de nous de leur en donner un, qu'il conviendra de 
choisir de telle sorte que les propriétés fondamentales de ces 
fonctions, démontrées pour les valeurs réelles de la variable x^ 
subsistent pour les valeurs imaginaires. 

139. Or nous avons vu que «*, sin^, cos« sont représen- 
tées par les séries toujours convergentes 

/ N _ z z* z'^ 

I 1.2 1.2. ../t 

z^ z^ 



(2) îiinZz=zZ r: H- 



1.2.3 I .2.3.4-5 

(3) C0S5~I ^ 1 rr-7 

1.2 1.2.3.4 
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On se trouve donc naturellement conduit à prendre ces séries 
pour défînition de nos fonctions, que z soit réel ou imaginaire. 
En vertu de ces définitions, on aura immédiatement 

(4) e'- = H i h i r=cos5 -h isin^, 

I 1 . 2 1 . 2 . . . /i 

(5) e-'-zrrl 1 1 i ~ COS^ — «Sm5, 

1 1.2 I . 2 . . . /I 

et, par suite, 

aIZ _ _ M — tz 

(6) cos;;^^ '■ — > 

2 

(7) sm5=: 

■^ 2 

Ces formules fondamentales, établies par Euler, réduisent 
les fonctions trigonométriques aux exponentielles, et réci- 
proquement. 

140. Il est aisé d'établir que les propriétés essentielles de 
ces fonctions, démontrées pour les valeurs réelles de la va- 
riable, subsistent pour les valeurs imaginaires. 

En effet, prenons les dérivées des séries (i), (2), (3); il 
viendra immédiatement 



.-\/ - 



^n-\ 



^ ' I 1 . 2 . . . ( w — 1 ) 



s* -* 



(sin5)'=::l i 5— T H "-.COS^, 

^ ' 1.2 1.2.3.4 



/.3 



(cos5)'=: — Z H ^ = — sin-». 

^ ' 1.2.3 

D'autre part, formons le produit c^'e*. En groupant en- 
semble les termes de même degré, il viendra 



i 

^ ' ^ \i.2.../i 1.2. .,{n — i).i l.2...(/^ — 2). 1.2 y 

— I _| 1 ^ u . . : - fj i-i- ^. 

I 1. 2. . .71 
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Enfin les formules 

sin (a -H 6) = slnacosb -+- cosa sin6, 
cos(a -h b) =^ cosacosô — sina sin 6 

peuvent se vérifier immédiatement en remplaçant les sinus et 
cosinus par leurs valeurs en exponentielles et tenant compte 
de la relation (8). 

Nous signalerons encore la formule suivante : 

(9) e*-^-*'— e«e*'=i:e'*(cos6 4- fsinô), 

qui permet de calculer aisément la valeur de la fonction expo- 
nentielle pour les valeurs imaginaires de la variable. 

141. On sait que logz est la fonction inverse de e^. Eten- 
dant cette définition aux valeurs imaginaires de la variable, . 
cherchons à déterminer 

log[p(cos«p 4- fsincp)]. 

Soit 

log[p(coscp -H isincp)] -r=z X -\- iy. 

On en déduira 

p(cos© -4- I sincp) ~ e^-^^y z^ e^ (cosj^ 4- tsin/), 

et, par suite, 

ip cos<p z=i e^ cosy , 
p sincp =: f* siny. 

Si p est nul ou infini, ces équations sont manifestement in- 
compatibles," car e^ est fini et différent de zéro, quel que soit 
x\ et, d'autre part, sinv et cosjk sont finis et ne peuvent 
s'annuler en même temps. 

Supposons au contraire p fini et différent de ^éro. Ajou- 
tons les carrés des équations (10)^ il viendra 

p2 — e*-^, 

di « • 

ou 

?—^j a?i=Logp, 

Logo désignant un logarithme arithmétique, puisque x est 
supposé réel. 



DÉYELOPPEIIEXTS EN SÉRIE. 129 

Les équatioDs (lo) deviendront alors 

CCS ç = cosjK, sin ^ z= sin^ 

et donneront 

^ 1= (p -f- 2 Xr-ït, 

A* étant un entier quelconque, positif ou négatif. 

Nous voyons par là quUin nombre fini et différent de 
zéro y tel que z =: p(coscp + i sin'^), a une infinité de loga- 
rithmes y donnés par la formule 

(11) Logp-h/(?4- 2A-7r). 

La fonction logz a donc une infinité de valeurs distinctes 
pour chaque valeur de z. Si z est réel et positif, on aura 

cp z=: O, Z — ^\ 

Tune de ces valeurs sera réelle. C'est le logarithme arithmé- 
tique. Si z n'est pas réel et positif, il n'aura que des loga- 
rithmes imaginaires. 

142. Soit 

a ^= p (cos^p -h i sin«p ), 

6=: p'(cos<p'4- 2 sincp'), 

d'où 

ab =:pp'[cos(?p -H ©') H- isin(o H- ©')]. 

loga==Logp -h /(? + 2^:7:), 

logô=::Logp' 4- i(ç'-H 2A:'7r), 

Xo^ab = Logpp'4- 1 (îp 4- cp'-h 2 A'^tt), 
d'où 

(12) loga6 ■=. loga -h logé -h 2Tzi{k'' — k — /:'). 

Le logarithme d'un produit est donc égal à la somme des 
logarithmes des facteurs, aux multiples près de 2Tzi. Cette 
ambiguïté est nécessaire, les logarithmes qui entrent dans la 
formule n'étant définis qu'aux multiples près de 2Tzi, 

Enfin l'équation 



On aura 
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qui sert de définition au logarithme, donne, par difTérenlia- 
tion, 

d'où 

143. On a identiquement, lorsque m est entier et positif 
et z réel, 

(l3) ^m_-g/rtIog5^ 

en prenant pour le logarithme sa détermination arithmétique. 

Cette même égalité pourra servir de définition à la fonc- 
tion z"*^ pour tous les systèmes de valeurs possibles de z et 
de m, et fournira les diverses valeurs dont elle est suscep- 
tible, à la condition dV laisser au logarithme son ambiguïté. 

On aura donc, en posant z = p(cosç H- i sin '^), 

et les diverses valeurs de cette expression s'obtiendront en 
faisant parcourir à Âr la série des entiers réels. 

Ces valeurs diffèrent les unes des autres par le facteur 

Qimkni _- çQs 2 mklZ -H î sin ITflkTZ, 

Elles se réduisent à une seule si m est réel et entier, car 
T.mk'K étant un multiple de 27:, le facteur ci-dessus se réduira 
à Tunité, quel que soit Tentier A*. 



Si m est une fraction réelle irréductible, telle que -> deux 



P 

<1 
valeurs quelconques de A', différant Tune de Tautre d'un mul- 

tiple de q^ donneront la même valeur pour z^. Soit, en effet, 
A'= k-\- nq\ les deux arcs amA'Tc et 2 mk-rz^ différant Tun de 
l'autre de ipmzy multiple de 2 7t, auront mêmes lignes Irigo- 
nométriques; on aura donc 
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r 
Donc z^ n'aura que q valeurs distinctes, qui s'obtiendront 

en posant A"=o, i,...,y — i. 

Si m est incommensurable ou imaginaire, on voit aisément, 
au contraire, qu'à chaque valeur de k correspond une valeur 
distincte pour z'". Ces valeurs seront donc en nombre infini. 

14i. Prenons la dérivée de Téquation (i3); il viendra 

(5"»)'= — e'"*®8-=7wef'"-*J*<»6-=: mz"^-K 

Soit enfin m = m!-\- m"\ on aura 

^ni' ^m"—- giM'[Losp-f-t(f-f-2*'«)1 gm"[Logp-i-i(ç-f-2À''K)l 

— g(/n'-K/iï'')[Lo5p4-i (f-»-aAi:)]-f-2i!t(A'/n'-+-*"m"— /ml 

— ^m'-^tn''g,%i:i[k'm'-\-krm*—km) 

C'est la généralisation de la formule 

mm' ^m'^ — -m'+w" 

relative aux radicaux arithmétiques. Elle n'en diffère que par 
la présence du facteur ^2irf(A'm'+A"w"-AOT)^ laquelle ne peut être 
évitée, vu l'ambiguïté des fonctions z^\ z^'\ z^'"^^" . 

l-lo. Les transcendantes élémentaires e^, sin-s, cos^, log-^, 
s"* sont définies maintenant pour toute valeur de x^ et nous 
avons établi que leurs propriétés fondamentales persistent 
après cette généralisation (140, 142 et 144). 

En particulier, les fonctions e*, sin;;, cos^, étant définies 
par des séries toujours convergentes, ont l'avantage de n'avoir 
pour chaque valeur de la variable qu'une seule valeur, parfai- 
tement déterminée et toujours finie, tant que la variable reste 
elle-même finie. Nous allons donc les discuter avec un peu 
plus de détail. 



146. On a 



gc+si ==^-(€0811 -h /sinir) =: — e^, 
^5-Hïi;i ::^ g- ( cos 2 7: -|- « sin 2 1t ) = e=. 
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Cette dernière formule montre que e^ est une fonction /?é/vo- 
dique ayant pour période t.-kù 

Nous avons vu d'ailleurs que l'on peut déterminer pour la 
variable z une infinité de valeurs telles que e^ prenne une va- 
leur donnée finie et différente de zéro, telle que p(cos<p+tsin cp). 
Ces valeurs sont données par la formule 

z = Logp -h /('f •+- 2 A'tc). 

Si z est réel, e^ sera également réel et croîtra de o à oo 
lorsque z varie de — oo à -}- oo . 
Soit z^=i X -\- iy\ la quantité 

aura e^ pour module et jk pour argument. 

En particulier, si a:= o, e^ aura pour module l'unité. 

Si X tend vers — X) , e^ tendra vers zéro. Si x tend vers oo , 
le module de e^ tendra vers oo , mais sou argument variera 
avec y. Enfin, si y tend vers oo sans que x tende en même 
temps vers zéro, e^ ne tendra vers aucune limite déterminée. 

L'expression e" ne représente donc rien de déterminé. 

147. Passons aux fonctions trigonométriques. On a évi- 
demment 

sin ( — z) = — sin^, 

cos( — -3)= cos-s, 
et, d'autre part, 



sini z\:=^ sm- COS5 -h cos-sin5=i:cos*;, 

\2 / 2 a 



Xî ) zzi: sm - 

2 y 2 

et l'on trouvera de même 

sin (tc 4-<s) =z — sin 5, 

cos(ir -\- z)z=i — C0S5, 

sin (a-ït -f- 5) =: sin^, 

cos(2'rc-f- 5) = COS-5, 



cosi z J = sm-c, 
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et enfin 

sin^z -i-cos*-s = cos(^ — z) 1=1. 

On voit par ces formules que sin>3 et cos5 admettent la 
période réelle au. 

Ces fonctions sont susceptibles de prendre toutes les va- 
leurs possibles (l'infini excepté) pour des valeurs convenables 
de la variable. 

Cherchons, en efiet, à résoudre l'équation 

sin5 = a, 

a étant une quantité quelconque. Remplaçant sin^ par sa va- 
leur en exponentielles, il viendra 



►is g—i^ 



= a 



21 
ou 

e*^- — 2 aie^^ — 1 = 0. 

Cette équation donne pour e'* deux valeurs finies et diffé- 
rentes de zéro, ayant pour produit — i ; soient donc 

p(cosç 4- i sinçp), - [cos(ic — <p) -'- isin(it — <p)] 

P 

ces deux racines; on aura, pour les valeurs correspondantes 
de îZf 

Logp -h «(? ■+• 2A-7r) 
et 

Log — h i{Tz — <p 4- 2 kiz). 
Posant donc, pour abréger, 

T-Logp4-<p=:5o 

et remarquant que Log- = — Logp, nous obtiendrons pour 
z les deux séries de valeurs suivantes : 

Zq -h 2 aTTT, 
TZ — ZQ-\-2k7t, 
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En traitant de même l'équation 

cosz =: a, 

on trouverait d'une manière analogue deux séries de solu- 
tions, données par la formule 

148. Cherchons, en particulier, comment varient sin 5 et 
cosz lorsque Ton donne à z des valeurs purement imagi- 
naires. 

Soit :; = iy. On aura 

. . e-y^ey .ey—e-y 

sin ly = . — = i 

•^ 2i 2 

Cette valeur est purement imaginaire et le coefïîcient de i 
croît évidemment de — oo à + oo en même temps que^. 
Quant à la fonction 

ces ly = y/i — sin* iy, 

elle sera évidemment réelle et plus grande que l'unité. Elle 
est d'ailleurs positive, car elle est égale à -h i pour^ = o, et 
ne pourrait changer de signe qu'en s'annulant. Enfin elle 
croît évidemment en même temps que le module de siniy. 
Elle croîtra donc de i à c» lorsque j^ variera de o à oo ou de o 
à — 00 . 

149. Cela posé, les formules 

sin (a? 4- iy) =z sin j? ces iy -\- ces j? sin iy, 
cos (^ -h i\x) = ces j? ces iy — sin ^ sin iy 

montrent que, pour j>^ =:= oo , le sinus et le cosinus deviennent 
infinis, mais que le rapport de leurs parties réelles à leur 
partie imaginaire dépend de x, et cesse d'être déterminé si x 
ne tend pas vers une limite finie et déterminée. 

150. Tout produit de sinus et cosinus peut être transformé 
en une somme de sinus et cosinus. Il suffit pour cela de rem- 
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placer les sinus et cosinus par leur valeur en exponentielles, 
d'effectuer les multiplications et de revenir ensuite aux lignes 
Irigonomé triques. 

Proposons-nous, par exemple, d'exprimer sin*":; en fonc- 
tion des sinus et des cosinus de z et de ses multiples (m étant 
supposé entier). On aura 

(2/)'" s'm'"z =: (e*-— e-'-)"* 



Associons ensemble les termes à égale distance des 
extrêmes ; il viendra : 
Si m est impair, 

.f . . . . m(m — i) . . -. 1 

=: 2f sinmz — /nsin(m — 2)z-\ sm(m — 4)^ — ••• h 

si m est pair, 

(2/)'" sin'"^ = 2 cosm^ — 2mcos(m — 2)5 

-+- 2 — ^^ cos(/n — L\)z — . . . 



(-0' 



^ ï .2. . .m 



On aura- de même 

2"* ces'" -3 = (e'- -h e-'=)"» r= e"*'- + mef"*"'*^'-^- . . . , 

et, en associant les termes deux à deux, 

a/nçQgm^ __ 2 cosm-3 -h 2mcos(m — 2)5 



Cette série se terminera, si m est impair, par xin terme en 

1 .2. . .m 
cos^; SI m est pair, par un terme constant -; rr* 

I 

151. On peut réciproquement exprimer cos m 5 et sinm.3 
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en fonction de sinz et de cos^. On a, en eflet, 

cosmz H- isinmz:=e'^^^z= (e'-)'"=: (cos-5 -H isînz)"^, 

d^où, en développant par la formule du binôme et égalant 
séparément les parties réelles el les parties imaginaires, 

cosm^ = cos*"^ ^^ cos'""'-c sm* z 



2 



m(m — i)(m — 2)(m — 3) , . , 

1.2.3.4 

ml- m(An — i)(/n — 2) ^ . . , 

sin m 5 = m cos'"-*^ sinz ^^ -^. ■ cos'"-'^ sin'-s 4- 

1.2.0 

Remplaçant dans ces formules sin^^ par i — cos^5, ou ré- 
ciproquement, on voit : 

I® Que cosm^ s'exprime par une fonction entière et de 
degré m en cos^; 

2^ Que sin mz est une fonction entière de degré m en sin^ 
si m est impair; que, si m est pair, sinmz sera égal au pro- 
duit de C0S5 par une fonction de degré m — i en sinz. 

lo2. Soit m un entier impair quelconque ; on aura, comme 
nous venons de le voir, 

sinm^ =z/(s\nz), 

/désignant une fonction entière de degré m. Il est aisé de 
mettre cette fonction sous forme d'un produit de facteurs. 
En effet, sinm.3 s'annule pour les m valeurs suivantes de z 

j_ ir _u ''^ — ' ^ 

o, i__ — 9 • • • > — — 9 

m 2 m 

auxquelles correspondent autant de valeurs distinctes pour 

sinz. 

On aura donc 

. . / sin*z \ / sîn'z 
sm mz = A sm z / 1 \ • • • / 1 — — 




sin' — / \ sin' — 



2 ni 
A désignant un facteur numérique. 
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Pour le déterminer, donnons à z une valeur infîniment pe- 
tite. Le premier membre de l'équation précédente aura pour 
valeur principale mz et le second Xz, Donc A = m. 

Changeons 5 en — ; l'équation deviendra 



sin' — 
Tzzi m 

smtzz r= m sm — 1 i 

ni\ . , t: 

m 




153. Cherchons quelle est la limite de cette expression 
lorsque m croît indéfiniment. 

Le premier facteur m sin — tend évidemment vers tu^. 



sin* 



IZZ 

m 

itz 



Soit I un des autres facteurs*; nous supposerons 



sin* 



m 
d'abord /k; A*, k étant un entier arbitraire, que nous nous 
réservons de fixer ultérieurement. 



Tzz . ^ mz 



Les quantités sin^— ^ et sin^ — sont des infiniment petits 
^ m m * 

TZ'Z^ /i* Tr- 
ayant pour valeurs principales — ^ et — ^; leur rapport ten- 

dra donc vers ^- Le produit des A* premiers facteurs de l'ex- 
pression précédente tendra donc vers 

'^K'-?)(-f)-['-(^} 

Il est d'ailleurs aisé de voir qu'en prenant k suffisamment 
grand le produit des facteurs suivants différera de l'unité 
aussi peu que l'on voudra. 

Considérons, en effet, l'un de ces facteurs, dans lequel n soit 

. . ni — I , , , » ^"K z 

^kj sans pouvoir* surpasser La quantité sm* — ayant 



2 * m 

1C*5* , , . TZ^Z* 



pour valeur principale — ^ sera de la forme — ^ (i + e), 
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e étant infîniment petit. D^autre part on a, par la formule 
de Maclaurin, 

— ) cose — 
m / m 



sin 



m m 1.2.3 



8 étant compris entre o et i . D'ailleurs — est compris entre o 



et -• On aura donc 

2 



d'où 



o^cosO — ^ I, 



sm — = — A„, 
m m 



ir 



t 



A,i étant une quantité comprise entre i et i 7- 

24 

On aura, par suite, 

. ./lit /i A* n* 

sm* — 
ni 

B/i étant une quantité dont le module est compris entre des 
limites fixes (la valeur de z étant supposée fixe). 

Or nous avons vu qu'un produit infini, dont le terme géné- 
ral est de la forme ci-dessus, est absolument convergent (136). 
Donc le produit d'un nombre quelconque de facteurs consé- 
cutifs 



sera aussi voisin que l'on voudra de l'unité, si k est assez 
grand. On aura donc 

K tendant vers l'unité à mesure que k augmente. En le fai- 
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sant croître indéfiniment, on aura à la limite 



« = * 



(i4) ^*"'''^- '"^ri(^""^o* 

n =1 

154. L'expression de costî^ par un produit infini pourrait 
s'obtenir par un procédé analojjue. On y parvient plus rapi- 
dement au moyen de la relation 

sin 2TZZ \ nr ] 

CGSir.s = — ; =z -^ V- > 

2 simc^ „/ z^ 

qui donne, en supprimant les facteurs communs, 

(.5) — n['-(^.]- • 



155. Posons X = ^ dans la formule (i 4 )• ^ viendra 

-ît |-| / I \ ir |-|. (2/1 — 1 ) ( 2 /^ H- i ) 

2 A -l \ 4 '*'/ 2 J. J. in. in 

1 t 

d'où 

^ TZ 2 . 2 . 4.4* • '2/1. 2/1 . . . 

('^) "■ = o o r '/ r~, ^ > 

2 I.Û.0.5...(2/i — l)(2/t-i-l)... 

formule découverte par Wallis. 

156. Prenons la dérivée logarithmique de la formule (14)7 
il viendra 

(,7) ^coU5=-+2,^,— ^ 

1 

et, en. développant chaque terme suivant les puissances de z^ 



« 



ircatir5z= 2z\ — r— 2s'\ —r — 

Z ^ /i* ^ /i* . 
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Mais on a, d'autre part, 

COS TT Z . C'*- 4- <?"'*= 
TCCOtir.S ZZITC- =Z7rf -r— 7— 

sin TT 5 e**- — e~ '**• 

I 2 7: £3 c''*=H- I 



e-'«- — I 



=ir,+B.i^i^-B,ii^;+...l, 

-s L 1.2 1 .2.3.4 J 

B|, B2, . . . désignant les nombres bernouUiens (88). 

Égalant les coefficients des mêmes puissances de z dans ces 
développements, il viendra 

Bi27t* _^ 1 

1.2 ^ n- 

(18) 



B,„2*'«-*Tr*'" 
1 . 2 ... 2 /Al 



^ /l*'« 



VII. — Séries et produits périodiques. 
157. On a souvent à considérer des séries de la forme 

. . . M_„ 4- . . . -|-a_i -h Wq 4- Wi -i- . . . + «rt -h . . . =^ \ «„, 



*l=r — 00 



s'étendant à l'infini dans les deux sens à partir d'un terme 
central Uo» 

Pour qu'une semblable série soit convergente (absolument 
ou uniformément convergente), il faut et il suffit évidem- 
ment que les deux séries partielles 



Ui 4" • . • 4~ U/i ~^ • • • 7 
U — I 4~ • • • 4~ Il — fi 4" • • • j 



considérées isolément, soient convergentes (absolument ou 
uniformément convergentes). 
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Toutefois, lorsque ces séries sont divergentes, il peut se 
faire que Ton arrive à un résultat convergent, à la condition 
d'établir une relation convenable entre le nombre des termes 
que l'on prend de chaque côté du terme central. 

lo8. Considérons, par exemple, la série 



— «0 



— • i — l 

a désignant un entier réel. 
On a 

I e., 

8,1 étant une quantité qui tend vers l'unité quand n aug- 
mente. Les deux séries partielles qui figurent dans l'expres- 
sion de S. seront donc convergentes si la série \ — est 

convergente, autrement dit si a>- i. Si a = i, elles seront, 
au contraire, divergentes, et tendront l'une vers + 00 , l'autre 
vers — 00 . Leur somme sera donc indéterminée. 

Mais si nous convenons de prendre constamment le même 
nombre N de termes dans ces deux séries, nous aurons 
l'expression 

N N N 

I v' I V ' — ^ V ^^ 

s ^ z -r- n ^ z — n z ^ s* — n} 
11 1 

qui tendra, si N croît indéfiniment, vers la limite parfaitement 
déterminée 

m 

I V^ iz 

h > -;; r ^= it COtir^. 

Z ^ 5* — Ai* 

1 

159. Ce qui précède met immédiatement en évidence la 
périodicité de la fonction cotu^. En effet, si dans l'ex- 
pression 

N N -t-N 

1 1 -N 
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on change .3 en s + i , chaque terme se changera dans le sui- 
vanty de telle sorte que la variation de la fonction résultera 

simplement de la suppression du premier terme ^ et de 

l'addition d'un dernier terme ., A la limite, N étant 

iJ -h N -4- I ' 

infini, ces deux termes s'annulent; on aura donc 

ir cot'ir(-G -h i) =1 TT cotit^. 

Le même raisonnement s'appliquerait évidemment aux 
autres séries 827 • • • 1 S«, .... 

160. Pour établir la périodicité du sinus, nous partirons 
de son expression en produit 



N 

^"jL"^ (iiT.'.N)' n("+»)- 

Si l'on change z en z -\- \^\e produit du second membre se 
reproduira évidemment, multiplié parle facteur ^^^ — ^j — 
A la limite, pour N = 00 , ce facteur devient égal à — i ; donc 

sin';r(-3 -f- 1) .r= — sinirs, 

et, par suite, 

sin7c(:î -+- 2) = sinir;;. 

On peut faire un raisonnement tout semblable par le 
cosinus. 

161. Passons à la série de Jacobi, 



ao 



où a et 6 désignent des constantes réelles ou imaginaires. 
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Celte série sera absolument convergente si la partie réelle 
de a est imaginaire. 

Considérons, en effet, la portion de la série qui correspond 
aux valeurs positives de n. La racine /i'*™" du terme général 
sera 

et a pour module 

e^"* mod. e*^, 

a' désignant la partie réelle de a. Cette expression tend vers 
zéro lorsque n augmente, si a' est négatif. Donc la série sera 
convergente. 

On démontrerait de même la convergence de la série cor- 
respondante aux valeurs négatives de n. 

162. La fonction 0(5) ainsi définie admet la période 
—j—'y car, en changeant z en z -^ — 7--> le terme général se re- 
produit, multiplié par le facteur e*"'*, qui est égal à Tunité. 

D'autre part, on a 

, . a[n-i- -— 1 — 7-r» 

pan—i-bzn — g \ iu/ *« 

d'où 

et posant, pour abréger. 






2a 



Si nous changeons z en z-\ — j-y le facteur exponentiel 
deviendra 



— -r— z*— bz — a 

e *« , 



et <f{z) ne sera pas altérée, car le changement de z en 
^ 4- -— , équivalant à celui de /z en /i -f- i , ne fait que per- 
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muter les termes de cette série. On aura donc 



h'ih 



e(5H-fi!)=e-*--«e(=). 



163. Posons 



tt 



d'où 



il viendra 



-y-=(o, -j-^^y e =q, 






0f,\ — \ ^«1^ « 



{Z)=^q'". 



— 00 



et la condition de convergence sera que le rapport — soit 

imaginaire et que le coefficient de i y soit positif, ou, ce qui 
revient au même, que le module de q soit inférieur à Tunité. 

164. Cherchons s'il existe d'autres fonctions de la forme 

qui se reproduisent au signe près quand z augmente de co, 
et qui se reproduisent multipliées au signe près par le même 
facteur exponentiel que 6, à savoir 

lorsque z augmente de <i)'. 

Le changement de z en z -^ to multiplie évidemment la 
fonction par le facteur eP" ; pour que ce facteur se réduise à 
zb I, il faudra qu'on ait 

// étant entier. 

Le changement de z en z -{- to' multiplie la même fonction 
par le facteur 



(0 
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qui prendra la forme voulue si Ton pose 

e?«'-^* =1 dz I , d'où Pu,'— ^a=z— A:?:/, 

A* étant entier. 
On en déduit 

a = ,—' — = A* h A' 

U 2 2 

En donnant à k, k' les valeurs o et i , on obtiendra quatre 
fonctions distinctes. Les autres systèmes de valeurs de k et 
de A"' les reproduiraient à des facteurs constants près. En 
affectant ces quatre fonctions de facteurs numériques con- 
venables, nous poserons 



0,(5) = 6(5) =^<7«' 



î ni'ti z 



00 



— oo 

e,(.) = ^»e-e(.+ ^)=£<7(""») e-^^, 



— 00 

1\« (t/i-+-lWic» 



e.(.) = .^'e-e(.+ --H-) = .^(-.)''<7^ «^ 



e 



00 



Si dans ces séries nous groupons ensemble les deux termes 
qui contiennent une même puissance de q^ il viendra 



eo 

^ / V V^ t 2/111 
03(5)=:I-H2> ^"'COS 







(5)i=i4-2y (— 1)«^'»* 



2/17:5 
cos ) 

o" 



90 



(.) ^ 2^ 



0,f.^^= 2\^ ^OS- 



(n+^) (2^^ -f- 1)11-5 





00 



01(5)=: 2^ (— i)«(7^""^*^ sin 



n rt\ *■' cirk ! 



0' 



J. — Cours, I. 10 
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16o. Si dans les formules (i) nous remplaçons successi- 

vement z par z-\ — y z-\ >^-f-co, 5-ha>, en posant, 

pour abréger, 



1 cis Sri 5 



nous trouverons 



(3) 






(4) 



63(--+-w)= 0,(<s), e(5H-co)z= 6(5), 
6,(5 4t <o) = - 6,(5), 6i (5 -h a>) =:— 6i (5) ; 

(5) j 6,(5 + 0)') = 1x63(5), 6 (5H-W')r=~ix6(5), 

j 6,(5 4-a)')zzzjx6,(5), 6i(5 4-co')=i— {1.61(5). 

Il résulte des expressions trigonométriques des fonctions B 
que 83, 0, O2 sont paires; 0| est impaire, et s^annule pour 
z=^ 0, D'ailleurs, les facteurs exponentiels X et [jl étant tou- 
jours finis et différents de zéro, les relations (a), (3), (4) 
et (5) montrent : 

1° Que si 8| s'annule pour une valeur Zq de la variable, 
il s'annulera encore pour les valeurs z^ -h co, ^o + w', et en 
général pour les valeurs Zq -^ mtù -\- ntJ ^ m et n étant deux 
entiers positifs ou négatifs; 

2** Que ôa s'annulera pour Zq H — ; 



iù' 



8 » pour ^0 H ; 



2 



83 » pour 5o H 1 
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On aura donc : 

Si 5 = /W(o -h /i(u' 61 = 

Si -5:= (m-+--J)(0 4- /l(o' 6,=:0 

Si 5=:(/W4-i)a)-H(/l4-i)a)' 631=10 

Si zi=: mo) -h {n -4-{)w' 6i=:o 

166. Cela posé; la fonction 
s'annule pour les valeurs de z qui satisfont à la relation 

— [(2V 4-1)0)' H- 25]=:log(— 1)= (2m4-l)7ri, 

d'où Ton déduit 

^ir:(m4-^)a)_-(v4-i)a)', 

m étant un entier arbitraire positif ou négatif; de même la 
fonction 

s'annule pour les valeurs 

z-=i (w4-|)oj4-(v4-i)u)'. 
Donc le produit infini 



V — • 



1= JT /"n- 2^*^+» cos ^ -+- ^f*^«)*^ 

v=0 

s'annulera, comme O3, pour toutes les valeurs de la forme 
(m + ^)iù + (n + 7) w'. On est donc fondé à prévoir l'exis- 
tence d'un lien intime entre ces deux fonctions* 
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167. Proposons-nous de vérifier cette induction. Posons, 
pour abréger, 



s- 13 



et considérons le produit 



V = OT — 1 



TT (n-<7»"-^*a:)(n-(7»*'^-*a;-»)=:cp(x). 



v = 



Ce produit développé sera de la forme 

I -f-A„j?'»-H...+ A^e^"'. 

Pour calculer les coefficients, nous remarquerons tout 
d'abord que (f(x) = o(x~*). Donc on aura 

A_,rt = A;;,, ...> A_;i=::A;,, A_lI=Al, 

de sorte qu'il ne reste plus qu'à calculer 

A A A 

A cet effet, changeons x en q^x. La plupart des facteurs 
du produit se retrouveront dans l'expression transformée, de 
telle sorte qu'on aura simplement 

ou, en réduisant, 

{qx -{-q*"^) ^{q^x) = (i -H </* "»-»"**) ç(x). 

Substituant, dans cette relation, la valeur (6) de ^{x) et 
la valeur correspondante de ^(q^x), il viendra, en égalant 
les coefficients des termes en x'^^ 

d'où 
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On a d'ailleurs, en efTectuant la multiplication, 
et la formule (y) donnera ensuite successivement 



/,4/n 



1 <7*'" 



l-q* 



" ^ (1 — 5r')(i-<7*)...(i — y»'»-»») 

Les coefïïcients de l'expression (6) étant ainsi déterminés, 
cherchons vers quelle limite elle tend, lorsque m croit indé- 
finiment. 

Le produit infini 

est absolument convergent ; car, q ajant son module inférieur 
à Tunité, la série 

le sera. 

Le numérateur (i — 5^'"*). ■ .(i — gr2'»+2«+2^ étant le pro- 
duit de facteurs successifs de P, inGniment éloignés de Tori- 
gine, aura pour limite l'unité. Quant au dénominateur, on 
aura évidemment 

lim (i — <7*) . . . (i — qi'n-in) _ p^ 

tant que n ne surpassera pas une limite fixe ky choisie 
d'ailleurs arbitrairement. 

Pour les valeurs de n supérieures à A*, le produit 

(i — <7*)...(i — ^«'»-*«) 

aura d'ailleurs son module compris entre p. et M, p. désignant 
le minimum et M le maximum des modules des produits 
successifs 

{i-q'h (i-ç')(i-^*), .... 
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On aura donc à la limite 

4- g(^-^'^'T^.^^ (JF*-^* -h o;-^-») -h . . . 
-4-(7«'T„(j7'»-i-a:-«)+..., 

Ta+i , . . . , T,i étant des quantités dont le module est com- 
pris entre les limites fixes — et ^tt^- 
^ [X M 

Or la série dont le terme général est q'^* (x" -^ x'") est 
absolument convergente; et les quantités T ont leurs mo- 
dules limités. Donc, en faisant croître k indéfiniment, la 
somme des termes qui n'appartiennent pas à la première 
ligne tendra vers zéro, et l'on aura 

lini<p(a7)= p[i -{-fj{x-{-x-^) -h. . .-^^«'(a:" 4-a7-«) -i-. . .], 

ou enfin, en remettant pour x sa valeur en z, 

(8) ' 

=1 P JJ [ I -h 2(7»«-^* ces ^ + r/*«-^-«^ . 



Changeons, dans cette formule, >5 en z -\ > puis en ^ H > 

il viendra, d'une part, 

(9) ! 

— P TT ( I -- 2 7»«+* ces -— -h q^^'-^A , 



et, d'autre part, 



? 
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OU, en remplaçant X par sa valeur, faisant sortir du produit 
le facteur i + e " , et multipliant les autres deux à deux, 

(lo) e, (;;) = 2^* P cos ^ IX (iH- 27*"-^* cos ^ -h <7^«-^M . 







Enfin, en changeant dans cette dernière formule ^ en ;3 H — > 
il viendra 

(II) Oi (5) — 2q^P sin ^ Il (' — 2^"*'^' ^^^ ~ + ^*""^* ) • 



11 résulte de cette décomposition en facteurs des fonc- 
tions que les seules valeurs de la variable pour lesquelles 
elles s'annulent sont celles que nous avons indiquées plus 
haut. De plus, ces valeurs sont des racines simples des équa- 
tions 63 = o, .... Car chacune d'elles n'annule qu'un des 
facteurs du produit, et n'annule pas sa dérivée. 

168. On peut rattacher aux fonctions 6 plusieurs autres 
fonctions intéressantes. 

Considérons d'abord la fonction 

Z(.) = ^^. 
^ ^ 0,(..) 

On trouvera, pour cette fonction, l'expression suivante : 



ir Tzz ^t: . 2TZZ \^ q 



Z(-s) = - cot H -^ sm > 

(0 (0 (0 O) ^J 



S/H-î 



T I — 2â'*'*-^* cos — ~ -H ÛT*"-^* 



en prenant les logarithmes des deux membres de l'équa- 
tion (11), puis égalant les dérivées du premier membre de la 
nouvelle équation ainsi obtenue à la somme des dérivées des 
termes du second membre. 
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Cette opération est légitime si la série 

/ i - o 2 "KZ , , 

I — 2<72'*-^-* ces h ûr^»-«-* 

est uniformément convergente. Or il est aisé de voir qu'il en 
est ainsi. En effet, modq étant < i, on pourra, quel que soit 
l'intervalle dans lequel on fasse varier ;;, déterminer un en- 
tier m assez grand pour que, pour toute valeur de n supé- 
rieure à 771, le module de 

I — 2 ^*«-»-2 ces -H 7*'»+* 

soit> I — e, e étant une quantité aussi petite que l'on voudra. 
Le reste de la série sera donc inférieur à la quantité con- 
stante 

1 l a^nt^\ 



£ l — El 



qui sera d'ailleurs aussi petite que l'on voudra, si m est assez 
grand. 

La fonction Z(^) satisfait aux équations 



Z(-3 4-a))=Z(:ï), 



qu'on obtient en prenant la dérivée logarithmique des équa- 
tions 

Oi(x;4-co)=i — Oi(^), Oi(:;-i-(o')=:— jxei(^). 

Une nouvelle différentiation donnera 

Z'(5 4-a)) =Z'(:;), Z'(^4-a)') = ZX-); 
Z' a donc deux périodes distinctes, <i) et co'. 

169. On obtient d'autres fonctions doublement périodiques 
en prenant les quotients deux à deux des fonctions 9, 8<, 
82, 63. En effet, les équations (4) et (5) étant divisées les 
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unes par les autres, rexponentielle (jl disparaîtra et il viendra 
^(s + u))=-^(3), d'où ^(5 + 20.) =j{z); 

^(^-f-a,)=-^(^), d'où ^(- + 2.0) =^{=); 
^(s-f-<o')=-?^(5), d'où ^(5 + a, + u>') = ^(5); 

^(5 + 0.'.)=:- ^(5), d'où ^(^ + 20.') =^(--). 

Ces fonctions possèdent donc respectivement les périodes 
suivantes : 

— } 2ui et to , 

— ^ 2 0) et (0 H- to , 

— ) co et 2io . 

-^ admet encore la période aw'; mais ce n'est qu'une combi- 
naison des deux précédentes ; car on a 

2 0)'=: 2(w4-w') — 2(i>. 

Ces trois fonctions deviennent infinies pour les valeurs 
de z contenues dans la formule 

z --. mta -i- {n -\- \) (si' , 
et s'annulent respectivement pour 

;: = mto -h nta'y 
z-=i (m -}- -J-)o) -h /i(o', 

Nous retrouverons ces fonctions dans le Calcul intégral, sous 
le nom de fonctions elliptiques. 



0) 
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VIII. — Série hypergéométrique. ^ Fonction T. 

170. Considérons la série hypergéométrique 

F(a, a, v, ^) =1 -i- ^a;-H. . . 

g(a4-l )...(g-|-/l— l)P([^-f -l) .-.(3 + /l--0 _^„ 
I .2. . ./i.^lY -h l). . .(y -^ '* — l) 

Cette expression est symétrique en a et p. Elle se réduira 
à un polynôme entier si a ou [3 est entier et négatif; car tous 
ses termes, à partir d'un certain rang, s'annuleront. Elle n'a 
d'ailleurs aucun sens si y est entier et négatif, car ses termes 
deviendraient infinis à partir d'un certain rang. 

Excluons donc le cas où l'un des paramètres a, p, v 
serait entier et négatif; nous obtiendrons une série infinie, 
dont nous allons étudier tout d'abord la convergence. 

Soit Ufi le terme général; on aura 

il'itl — ( ^ + ^0(?-<-^) ^ 

expression qui tend vers x quand n augmente indéfiniment. 
La série sera donc absolument convergente si mod^<;i, 
divergente si mod x^i. 

Soit enfin mod^ = i. Admettons, pour plus de généralité, 
que a, p, Y soient imaginaires, et posons a=:a'4-a"«, 
p ^ P' _l_ p"j, Y := y' 4- Y^'. On aura 



^od '-^ = mod r (fLit^iHi^n 



^ /[{n ^ft')^^a."^-]\{n-^^'Y-^'^'''\ 



/i^-H 2(i -h y')'^'~+"- • • 
= \/ H- 2(a' -+-?'- y'- i) ^ -+-•• • 



V 
/ 



= H_(a'+p'_/-l)i+..., 

n 
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et enfin 

limnfi — mod ^^^ — j 4. -^' — a' - ?'. 

La série des modules sera donc convergente, et la série 
F(a, p, Y, :r) absolument convergente, si ^ — a' — p'>o. Au 
contraire, si y' — a' — P'<C o, la série des modules sera diver- 
gente. 

171. On peut former aisément une équation différentielle 
à laquelle satisfasse la série F(a, p, y, x). En effet, considé- 
rons l'expression 

* = AF + Bx¥' H- Ca:«F'' + DF' + ExF% 

où A, B, C, D, E sont des constantes arbitraires. Le terme 
en a:" aura pour coefficient 

rA(Y4-/i) 4-B/i(y -4-/1) -HCn(/i — i)(y-+-/01 
[ -i-D(a-h/i)(p-h/i)-|-E/i(a-+-/i)(?4-/i) y' 

en posant, pour abréger, 

a(a-+-i)...(a-4-/i — 1) 3(3-4- i)... (3-1-/1 — i) i 
qzzz 



1 ,2. , .n^(^ -hi). . .(^ -i- n — I) Y -h /i 

La quantité qui multiplie q est un polynôme en n du troi- 
sième degré, et l'on pourra évidemment disposer des rap- 
ports des cinq constantes A, B, C, D, E, de manière à an- 
nuler ses quatre coefficients; on aura alors identiquement 

* = 0. 
On trouvera ainsi 

(2) (or — a;»)F"-h[Y — (a-h?-hi)a:]F'— a?F = o. 

172. En faisant varier les paramètres a, p, y de la série F, 
on obtiendra une infinité de fonctions distinctes. Deux de 
ces fonctions seront dites contiguës si deux de leurs para- 
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mètres ont la même valeur, leurs troisièmes paramètres dif- 
férant d'une unité. 

Théorème. — La fonction F et deux quelconques de 
ses contiguës sont liées par une équation linéaire ayant 
pour coefficients des polynômes du premier degré en x. 

La fonction F ayant six contiguës différentes, on aura ainsi 

6.5 

— ^mi5 équations différentes. Nous allons indiquer com- 
ment on peut les établir. 

Considérons, par exemple, les trois fonctions 

F(«»?»T>-^)» F(«)?»T — 'j-^)» F(«, PjY^-ï»-»:), 
que nous représenterons, pour abréger, par 

F, F_„ P.. 

Soit N le coefficient de x^ dans F, formons son coefficient 
dans les fonctions F, xY, F_,, :rF_,, Fj, x¥^. On trouvera 
immédiatement les valeurs suivantes : 



pour F N, 

(a -h/i — i)(?-t-/i— i) 



xF N. ^<^ + "- -iJ -, 



F_, Nl^tl^-^, 

xF_, nI±".-L ?lx+"-=::l}_., 

Y — 1 (x-h/i — i)(^-h/i — I) 



F, N 



T 



Y -h W 

xF. N-Jf '^'t- 

-(-{-n (a-H /i— -i)0-hn — I) 

On en déduit immédiatement que le coefficient de x^ dans 
l'expression 

(A -h Bx)F 4- (C 4- Djt) F..1 -i- E^F, 
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N 
sera éeal au produit de —-5 r par une fonc- 

^ '^ (a-h/i — l)(p-h/l — l) ^ 

tîon entière du troisième degré en N. On pourra déterminer 
le rapport des constantes A, B, C, D, E de manière à an- 
nuler cette fonction. On trouvera ainsi 

^ ^ ) -t-(-r-a)(Y-p)^F,...o. 

Les quatorze autres équations peuvent s'obtenir par un 
procédé identique. On simplifiera les calculs, soit en per- 
mutant les paramètres a et ^ par rapport auxquels F est sy- 
métrique, soit en profitant des équations déjà trouvées pour 
en obtenir d'autres, par Téliminatioa d'une des fonctions qui 
y figurent. 

Trois fonctions 

F(a,p,Y,^), F(a',p',YS^), F(a^p^Y^^), 

dont les paramètres diffèrent de nombres entiers, sont liées 
par une équation linéaire, dont les coefficients sont des po- 
Ivnômes en x. En efiet, ces trois fonctions se rattachent les 
unes aux autres par une suite de fonctions contiguës. For- 
mant les relations qui existent entre ces fonctions, et éli- 
minant les fonctions intermédiaires, on obtiendra l'équation 
cherchée. 

173. Il est intéressant de déterminer la valeur de la fonc- 
tion F(a, p. Y, 00) pour ^ == i, lorsque cette série est conver- 
gente. 

Posons X — I dans l'équation (3); il viendra 

ï(« + P-ï)F(«,P,T,0H-(Y-=)(Y-P)F(a,p,Y4-i,i)r.-o, 

d'où 

F(».P,Y .') _ (t-«)(y -P) 
F(«,{J,if-t-i,i) Tf(T~«-P) " 

Qiangeanl, dans celte équation, y en y+ i , y+a, .... y+n — i 
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el multipliant ensemble les équations obtenues, il viendra 

F(a,p,T, I) 

_ (Y-g) (y— g+O». (Y-«-f-/i~-0 (y >- p) . . . (y - ^ -♦- /t — I) 
Y (T -t- 1) . . .(Y -+- 'i — (ï— «-?)••• (t— et— P+w—i) 
_n( n,Y)n(/i ,Y~«-p) 
n(/i,Y-a)n('/i,Y-p)' 

en posant, comme au § Y, 

Faisons tendre n vers oo ; F(a, p, y -!-/>, i) tendra évi- 
demment vers l'unité; on aura donc, en posant encore 

(5) limn(/i,«) = r(«), 



ii=» 



174. La fonction r(«), définie par les équations (4) et (5), 
jouit de propriétés nombreuses et importantes. Nous allons 
en établir quelques-unes. 

On a évidemment 

n(n,«-f-i)= i—r^nC'i»^)» 

z-\- n 
d'où, en posant /i r:^ oo , 

(6) T{z-^ri)^zT{z), 

et, par suite, k étant un entier positif quelconque, 

r(5 4- A-) — 5(5 -hi).. .(5-H A:— i)r(5). 

On a d'ailleurs, identiquement, 

n(/i, i) -I, 
d'où 

r(i)=:i, 

et, par suite, 

r(n- A:)==i.2. . .A*. 
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17S. On a, en secoad lieu, 

Jl(n, z)U(n, — z) =z rr — !^-TT r7 h r\ 

1C I 

z 



et, à la limite, 

T(z)T(^z)^ ^ — (153). 

On en déduit 

(7) T{z)T(i^z)=-^zT(z)T{-z)=^. 

Posons f en particulier. ^ = J ; il viendra 

r(i)' = ^, 
d'où 

r(») = v/ï. . 

176. Formons encore le produit 



U(mnjmz) 
On vérifie aisément qu'il a pour valeur 

m-l 

m"*'»[i.2...(/i — O'I'^/i * _ , 
1 .2. . .(mw — i) 

quantité indépendante de z. 

On aura donc, en posant n = oo , 



m'"* 






r(/n5) 
C désignant une constante indépendante de z. 
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Pour la déterminery posons z = o. Il viendra 



^œ-<^ 



m 



■} 



=c.. 



M altîplions cette équation par elle-même, en renversant 
Tordre des termes du premier membre. Il viendra, en tenant 
compte de l'équation (7), 



"" ^C\ 



. Tz .27: . (rn — 1)1: 

sin — sin — sm 

m m m 

Or on a 



g.%m 



(izi\ / tftm-1liti \ 

r= (a;^ — ( ^' — 2 CCS a: -h i ]. , .\x- — 2 ces '- i 

\ im /L im J 

Posons ar = I -T- A, et égalons les termes du premier degré 
en h dans les deux membres; il viendra 



2m r=z 2 



( 2 sin I ... I 2 sin I • 

\ imj L • 2 m J 



Posant a: = — 1 -4- A, on trouverait de même 



2 m -— 2 2 cos 



( 2 COS J ... 2 cos ' 

\ imj L 2/71 J 



Multiplions ces deux égalités, et extrayons la racine carrée ; 
il viendra 



, . 7: . /w — I 7: 
m -^iL 2"»-* sm — ... sin ; 



m m 

et, par suite 



m - 1 1 



Ci=(27r) « m ». 



IX. — Séries et produits multiples. 

177. Considérons un système de quantités Um^m^,». distin- 
guées les unes des autres par plusieurs indices mi, m^, . . ., 
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dont chacun peut prendre une infinité de valeurs (par 
exemple toutes les valeurs entières et positives). 
Disposons ces quantités dans un ordre arbitraire 

et formons-en la série infinie 
(0 «a,«,...-4- "?,p,... -H . . . • 

Formons également la série des modules 

(2) U.,a,...4-Ujï,p,...-+-.... 

Trois cas pourront se présenter : 

i® La série (2) est convergente. Dans ce cas, la série (i) 
aura, comme nous Pavons vu, une limite parfaitement déter- 
minée et indépendante de l'ordre des termes. Nous dirons 
que cette limite S est la valeur de la série multiple ^Um^m ..• 

a** La série (i) est con\^ergente; mais la série (2) di- 
vergente. Dans ce cas, la valeur de la série (i) dépend de 
l'ordre de ses termes. L'expression ^Um^m^,,, n'acquerra donc 
un sens précis que lorsque cet ordre aura été spécifié. 

3° La série {i) est divergente, quel que soit V ordre des 
termes. Dans ce cas, l'expression ^Um^m^ .. sera entièrement 
dépourvue de sens, et son emploi devra être proscrit. 

Des théorèmes établis au § IV, on déduit immédiatement 
les conséquences suivantes : 

1** Si la série ^Um^m,... est absolument convergente, il 
en sera de même de la série 

si les coefficients ^mjn^... sont tels que leurs modules {au 
moins à partir d^un certain rang) ne surpassent pas une 
limite fixe M. 

2** On obtiendra le produit de deux séries absolument 
convergentes ^Um^m^.., et 2^7»,?»,...» en multipliant tous les 

J. — Cours y I, Il 
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termes de V une par tous les termes de l' autre j et ajoutant 
les produits obtenus dans un ordre quelconque. 

178. On peut considérer également des produits infinis 
multiples y tels que 

D'après ce qui a été démontré, pour qu'un produit de ce 
genre soit absolument convergent, il faut et il suffit que la 
série 

le soit. 

Nous ferons encore remarquer que la notion de la conver- 
gence uniforme s'applique, sans aucune modification, aux 
séries ou produits multiples dont les termes ou les facteurs 
sont fonction d'une ou de plusieurs variables. 

179. Considérons en particulier la série à termes réels et 
positifs 

oc 

/3\ S ^iX' ^ 



■ — oe 



1 

( où l'on exclut le terme correspondant à mi =:= mj. . . = /w« = o, 
qui serait infini), et cherchons dans quel cas elle sera con- 
vergente. 

Soit X un entier positif quelconque. Le nombre des sys- 
tèmes de valeurs de mi, . . . , nin dont la valeur absolue ne 
surpasse pas x est évidemment égal à (a^-f-i)". Si nous 
excluons ceux de ces systèmes où mi, . . . , mn sont tous < x 
en valeur absolue, il en restera 

Soit Sjr l'ensemble des termes de S qui correspondent aux 
systèmes restants. Chacun de ces termes est évidemment com- 
pris entre les deux limites suivantes —^ et jr^; on aura 

X ( it X j 
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donc 



^.aa > * > ;i« ^ïa 



On a d'ailleurs, évidemment, 

^ ^^^ Oj ~H . . . "+- ^x "^ • • • > 

et, par suile, 



^ -^n'- 



en posant, pour abréger, 






s sera donc convergente ou divergente en même temps que T. 
Mais on peut évidemment écrire 



jr = • 



T= > .^".■ , 



a =1 



^ia— /«-t-l 



A« tendant vers /i = oo pour la limite constante n2". Pour 
que T soit convergent, il sera nécessaire et suffisant que la 
série 



s 



^ia—n-hl 



le soit, ce qui donne (114) la condition 

aa >• 72. 

180. Ce résultat peut être généralisé comme il suit : 
Soient o une fonction continue homogène de degré a a des 

indices /ni, . . ., m„'j ^ une fonction des mêmes indices de 

degré inférieur à 2 a. 

Si la fonction cp est de telle nature qu'elle ne s'annule pour 

aucun système de valeurs réelles des variables nii, m2y • * 
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(le système 0,0,... excepté), la série 



1 



(Ù 



(où Ton exclut de la sommation les termes pour lesquels on 
aurait ç 4- ({; = o) sera convergente si a > -> divergente 



_ n 

SI a 7 - 

^ 2 



En effet, donnons successivement aux variables mum^t ... 
tous les systèmes de valeurs réelles qui satisfont a la condition 



m\ -{- m\ -h . . . = I . 



Les valeurs correspondantes de cp seront évidemment finies 
et de même signe, car (p ne pourrait changer de signe qu'en 
s'annulant. 

Soient K la plus grande de ces valeurs, k la plus petite. 
Le rapport des fonctions <p et (/nj + . . . -f- /w^)* restera com- 
pris entre K et A: pour tous les systèmes de valeurs que Ton 
considère. D'ailleurs ce rapport, étant une fonction homo- 
gène et de degré zéro de m^^ . . ., m^, ne dépend que des 
rapports mutuels de ces quantités ; il sera donc toujours com- 
pris entre K et A". 

D'autre part, i/ étant de degré < aa par rapport à mi, ..., 
m,,, son rapport à (mj -i-. . .-i- w^)* tendra vers zéro si les 
variables m^y . . ., m^, ou seulement quelques-unes d'entre 
elles, croissent indéfiniment; car ce rapport est moindre que 

►-^) /Wp désignant la plus grande en valeur absolue des quan- 



/«p 



tités /ni, ..., m„^ et ce dernier rapport tend évidemment 
vers zéro. 

On aura donc 

/(/w,, /w„ . . . , m„) = A,„;...;„„(mî +. . .4- /wj)«, 

A„,j...w„ étfeint une quantité finie, comprise pour des valeurs 
suffisamment grandes des variables entre deux limites fixes, 
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voisines de K et de A*. La série \ sera donc conver- 

gente ou divergente en même temps que la série S, consi- 
dérée tout à l'heure. 



181. Comme application, considérons la série 



s.=I 



r 



où (o = a'-h rt"t, (o' = 6'+ 6"/, z = z'-i- z^i sont des quan- 
tités complexes et a une quantité positive. La série des 
modules a pour terme général 



I 



en posant 

a 

La fonction f est continue et homogène de degré a. Enfin, 
elle ne s'annulera que si nii r= m2= o, pourvu que le déter- 
minant a'b" — b'a" soit différent de zéro. 

On voit donc , en appliquant le théorème précédent, que 
la série sera absolument convergente si a>2. Elle sera 
divergente, ou semi-convergente, si a^a. 

182. Posons, en particulier, a = i, et considérons l'ex- 
pression 

/n« = ifa / w, =11, 



S', = lim \ ( lim \ 






> 



laquelle est évidemment formée des termes de S|, rangés 
dans un ordre déterminé. Il est aisé d'effectuer les som- 
mations. 
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On a, en effet (lo8), 
lim \ = - lim \ ■- — 



(u 



— _ col - ((o'm. -+- 5), 



puis 



S', =^ lîm \ — col - (w'/w, -f- ^) 

il,= - ^J eu (O 



m, = - M 



= — col—;; H \ col — ((u'/Wj -1-5) -rCOl(— w'/w, -^ z) \ 



7: TT TT V^ 

=z - col — 5 H — y 

(U (U (f J j^ "^ / f 



. 2lt5 

sin 



1^ 

^ sin — (u)V/i, -h 5) sin — ( — lo'm, 4- 5) 



TT r 27r . 21:5 V' I 

= — col — ^4 sin > ; : > 

(D (li bi (U y^ j 2 7110 2 7:^ 

, COS /Wj — cos * 



ou, en posant 



""— „ 2 7:0)' 7«'«t -4- 7-'"*« 
e " = <7, (1 où cos w, =: ^^^ ^ 



e» ^ , 'ïî /|7r . 2 7r^ Y^ 

D. irz - col — 2 H sm > 

a> w o) o) ^^ 



^îm, 



1~ I — 2 7^"*t cos -^-^^ h <7*"*» 

(O 



et enfin, en changeant m2 en /i -h i, 



S, = — col — z -\ sin > 

ta (xi (o o) ^^ 



> 



T I — 2ûr»«-*-* cos -+- ÛF*'»-^* 

0) 



expression qui se réduit à Z(5)(168). 
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183. Cette relation étant supposée satisfaite, S\=zZ(z) 
sera l'une des valeurs que peut prendre la série S|. Il est 
d'ailleurs aisé de se rendre compte, dans une certaine mesure, 
de la manière dont la valeur de S| varie lorsqu'on change 
l'ordre de ses termes. 

On a, en effet, 



=yr ! 



lo/ni -h if}'m^-h z 

^1 



Or il est aisé de voir que la série 



s 



^2 



(wz/lj -H (iiV/tj)='(a)/ii| -h to'/Alj -i- z) 



est absolument convergente. Le changement de l'ordre des 
termes n'influera donc que sur les deux premières parties de 
la somme 



^ to)/;ii -H a>'/«5 ^ ^ 



(w/Wj -h tti'm^y 



et accroîtra S| d'une quantité de la forme A — Bz, A et B 
étant les accroissements que prennent les deux séries 

^ (1)77*1 -r w'm, ^ (wmi -h lo'm,)* 
lesquels accroissements sont indépendants de :;. 

• 184. L'expression que nous venons de trouver, 

Z(5) =: Si =: lira > - COt— (w'/Wj-h-G), 

M,= « ^ w (o 

m.— — Ht 

montre que Z(2 -h «*>) = Z(c), car le changement de z en 
5 -h (o n'altère pas le terme général de cette série. 
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Changeons, d'autre part, z en -3 -H o)'; il viendra 

Z(;; -Mu') := lim \ — col - [a)'(mj-h r) -1-5], 

H,=- ^j w tu"- 



d'où 



mj= - Mj 



Z(c 4-0)') — Z(5) HT lim - I cet- [(«}'( /n,-+-i) -H-:?] — coi-{u)'m^-\- z) [ 

||j_« (o ( tu w \ 

— lim — îcol-rw'(M, -hi) -t-^l — cot — (— oj'M.-h^) 



2 s:ii 
=: lim — 

!!, = • W 



(2M2-+-1) 



ces 



— '— (2M, -h l) — CCS - (b}' -h2Z) 
Oi J <^ 



,. 2TC 2£^^ ^ 

1= lim — 



«• = * *^ l(^«»« + J-f-^-*"«-') — COS-(co'-h2c) 



bi 



Si le module de y est < i, ^*"«-+"* tendra vers zéro, et 
^-«M, -1 ygpg QQ ^ Qj^ g^ypg^ donc à la limite 



Z(5-ha)')-Z(5)=-— , 



ainsi qu'on l'avait déjà trouvé (168). 

Si, au contraire, le module de y est >> i, c'est j'**»"^' qui 
tendra vers 00 , et Ton aura 



Z(;;4-C0') — Z(5)n ^'^^ 



(O 



185. Il est aisé de généraliser la théorie des fonctions B, 
en l'étendant au cas de plusieurs variables. 
Considérons, en effet, la série double 

V' •f»»i-«-V« '"s-^ "7 ) ■^'-«■^ P« **'('"»-♦- r)-^<-«-^ P«"* H'"» ■♦-ï) 

(4) o....M.(-i.-i)=2^«'^ . w \ *j V ,i 



— te 
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OÙ ai, a2, pi, ^2 sont des entiers constants, et 

une ronction homogène et du second degré en mi, m2, dont 
la partie réelle <p' = a' m^ -{- ib' nix m2 -f- c' m\ reste con- 
stamment négative pour tout système de valeurs de mi, m^ 
autre que le système o, o (ce qui implique, comme on sait, 
les deux conditions a' < o, b'^ — a'c' <C o. 

La série ainsi définie sera absolument convergente pour 
toute valeur de Zt, Z2' 

En effet, son terme général a pour module 

f ■+■ s\ (m, -4- y) "^ ^9 ('"« "^ 7* ) 

z\y z^ étant les parties réelles de 2 1,^2- 

Si l'une des quantités /Wi, m^ tend vers 00 , ç' tendra vers 
Tinfîni négatif et sera du même ordre de grandeur que 

m\ -\- m\ (180), tandis que z^ im^ 4- - ) + -^ im^ 4- ^) 

sera d'un ordre inférieur. Donc l'exposant 

i -f- z\ (ni, -^ ^) + -'2 (^*« -+- 5) 

tend vers l'infini négatif. 

On sait d'ailleurs que, si x tend vers l'infini négatif, ^ 
tend vers zéro plus rapidement qu'une puissance quelconque 

de — (101). Donc, quel que soit l'exposant p, on aura, dès 

que l'une des quantités mi , m2 surpassera une certaine limite, 

« -»-z;(mi-4-^)-i-«;^iniH- ^') 



e '\ • «/ -v ■ î/< 



Mais les quantités 



[o' + .'.(„..+ ?l) + .-,(„,.+ 5)] 
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forment une série convergente si p >• 1 (180). Donc, a/or- 
tiori, la série 

sera convergente. 

186. L'expression (4) ne change pas si Ton change m^ en 
/72i + i) ses termes étant simplement permutés entre eux. 
Mais cela revient à changer ai en ai 4- a. On aura donc 

On aura de même 

D'autre part, changeons ^i en 2| 4- aici, ce qui revient à 
changer Pi en p, + 2. Le terme général de la fonction 6 se 
reproduira multiplié par la constante 

On aura donc 

(7) ^«.«,.p.-«-ï.p. = (— 0*»^«.««P.?,> 

et de même 

* 

Les fonctions Ox^a^p^a, se reproduisant ainsi au signe près 
lorsque ai, a^, ^i ou ^2 augmentent de deux unités, on peut 
se borner à considérer les seize fonctions distinctes obtenues 
en donnant à chacun de ces entiers les valeurs o ou i. Ces 
seize fonctions ont d'ailleurs entre elles des relations intimes, 
ainsi que nous allons le voir. 

187. Si dans l'expression (4) nous changeons ^i en Pi+ 1, 
ce qui revient à changer Zx en 5i -h "^ij il viendra 
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On aura de même 

Changeons, d'autre part, ai en a^ -h i dans la formule (4)- 
L^exposant du terme général sera accru de la quantité 

On aura, par suite, 



(«0 



1 



1 a 

-Si + T 



On trouvera de même 

1 - ** 

('2) V.^^,,p,^,(5„5,)r=tP«e**'*'^*e«,.,p,p,(5i4-6, 5,-}-C). 



Les formules (5) à (la) permettent évidemment de réduire 
nos seize fonctions à une seule d'entre elles. 

188. Changeons encore une fois ^i en ^i -[- i dans la for- 
mule (9). Il viendra, en tenant compte de la formule (7), 

(i3) (— i)«»e.^.,u.p.(x;i, 5,) — e.^«,p,p,(;;i -h 2iui, 5,). 

La formule (10) donnera de môme 

Changeons ai en a, + i dans la formule (11); on trouvera, 
en tenant compte de (5), 

On trouvera enfln, de la même manière. 
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189. On volt, par ces formules, que nos seize fonctions se 
reproduisent au signe près si Ton augmente Zi ou z^ de 277/, 
et qu'elles se reproduisent au signe près, multipliées par une 
même exponentielle, si Ton augmente simultanément ^1 et ^2 
de a a et de 26, ou de 26 et de 2C. 

Par ces divers changements, leurs logarithmes se repro- 
duiront donc sans altération ou seront simplement accrus 
de fonctions linéaires de Zt , ^2. Les dérivées secondes 

d'ioge d*ioge (îMo^e , „ , a \ 

—^Zi — ' A^ A^ ^ ~~Â~i — ^^ ^ "^ quelconque de ces loga- 

rithmes se reproduiront donc sans aucune altération. 

Nous avons ainsi construit des fonctions des deux variables 
Zx et ^2 9 <Iiii admettent les quatre systèmes de périodes 
simultanées 



2 lit 


et 


0, 





et 


21T£, 


la 


et 


2 b, 


2b 


et 


2C. 



Ces fonctions sont évidemment les analogues de la fonction Z 
du n° 168. 

190. On obtient de nouvelles fonctions à quatre systèmes 
de périodes et analogues aux trois fonctions elliptiques en di- 
visant quinze des fonctions 6 par la seizième. En effet, leurs 
rapports, restant constants au signe près, si Ton accroît z^ 
et ^2 d'un système de périodes simultanées, tel que 2a et 26 
par exemple, admettront pour système de périodes 2a et 26, 
ou tout au moins 4^ 6t ^b, 

X. — Fractions continues. 

191. Soit A une quantité réelle et positive quelconque; 
on pourra évidemment poser 

A = flTo 4- -T-y 

Al 

Oo étant un entier, et A| une quantité >- 1. 
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On pourra poser de même 

A, :r=ai -i- T-> 

ai élant un entier au moins égal à i, et A2 une quantité >> i. 
Continuant ainsi, on obtiendra pour A un développement 
en fraction continue, tel que 



a, 



a, 



Ce développement sera évidemment limité si A est com- 
mensurable, illimité dans le cas contraire. 

On nomme réduites de la fraction continue les fractions 



p« 

Q. 
P. 




«0 

I 
«0 


-h 


Pi 

Qi 


f 


-«oH- 


I 
«1 


a^at-hi 
— > 

ïi«, -4- «• -h fl^i 


Q. 


^i 


-f- 


I 
al 


aiaj-i- 1 



• • y 



192. Théorème. — On a généralement 

) Q«=««Q/4-i-f-Q«-t- 

Cette formule est vérifiée pour n = 2 par les valeurs ci- 
dessus de Pj et de Qj. Nous allons d'ailleurs montrer que si 
elle est vraie pour un nombre /i, elle le sera pour 71 + i . 

Pu- . P 

En effet, ~^ se déduit de p~ par le changement de a^ 
V«-i-i V» 

en an H • On aura donc 



Q 



( «I» -H -^ ) Pi»-i -H P/i-î 



«-i-i 



g„+l (a„ P„-i 4- Pn-«) H- P„-i _ ^„-mPn-f-Pff-, 
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On voit par les formules (i) que les quantités Q» croissent 
au delà de toute limite quand n augmente. En eflet, an étant 
au moins égal à i, on aura 

On déduit encore des formules (i) la relation 
et, comme Pi Q© — PoQi = i , on aura 

(2) P„Q„_, - P„-,Q« ^ (- !)«-». 

On voit par là que P,i et Q„ n*ont aucun diviseur commun. 
Les réduites sont donc des fractions irréductibles. 
On a enfin 



p * 

193. Les quantités ~ convergent vers A. En effet, si dans 

Va 

l'identité (3), qui peut s'écrire ainsi 

P^ _ P^ ^ i-^Y-' 

Q/i Q«-i "" Q«-i (a«Q«-i -h Q«-,) ' 

I P 

on change a,i en a,, 4- t— > ?<r^ étant évidemment changé 

^n V» 

en A, il viendra 

(4) A-*"-" * '^ 



Q«-i 



Q»-. (q» + ^ Q«-.) 



Les quantités Q croissant indéfiniment quand n augmente, 

cette différence décroîtra indéfiniment. D'ailleurs, -r— étant 

compris entre o et i, cette différence sera comprise entre les 
deux limites suivantes : 

et 



Q«-iQ« Q«-i(Q«-hQ«_,) 
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p 

Changeant n en n-\- i, on trouvera de même que A — ~? 

X'* 



est compris entre 



et 



Ces deu}L quantités sont de signe contraire aux précédentes 
et moindres en valeur absolue; car on a 

d'où 

Q«Q»^i>Qa-i(Q«4-Q«-,). 

Donc A est compris entre deux réduites consécutives 
quelconques et plus rapproché de la dernière, 

p 
194. Une réduite quelconque ^ est plus rapprochée 

x/» 
p 
de A qu^une fraction quelconque -^ dont le dénominateur 

est moindre que Q/,. 

P . . . P 

Supposons, en eflFet, que ^ soit plus voisin de A que r^p; 

P . P^- P 

Yi tombera nécessairement entre ^ ^ et -^ • On aura donc 

""'(S-fe)<°»^(T.-fe> 

ou 

,/P0-_. — P«_,0\ I 



'-{'^'^ë^) 



Qa-tQ,. 



Mais PQ/i_i — Pn_i Qest un entier qui ne peuts'annuler ; car 
on aurait 

P _ P„-i 

Q ~ Q»-. ' 

P 

et cette fraction est moins approchée de A que ^ • On aura 

donc 

mod(PQ,_,-P„_,Q)^i, 
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et rinégalité ne pourra avoir lieu que si 

contrairement à l'hypothèse faite. 

19d. Considérons maintenant une fonction A développable 
en série suivant les puissances entières et décroissantes d'une 
variable x. On pourra poser 

Azzi^oH 1 2 -\- • ' ' y 

X X 

tZo désignant un polynôme en Xy et ai, as, . • . des constantes. 
Posons 

ai a, i 



X X /\.| 



Si oc^^ est le premier coefficient qui ne s'annule pas, A| de- 
viendra infini d'ordre [jL| avec x. En le développant suivant 
les puissances décroissantes de x^ il viendra donc 






ax étant un polynôme de degré |jL{. 
Posons de même 





P. , P. , ' . 
x^œ-^'-- A,' 


on en déduira 






A.-«.+ ^'+5+---' 



«2 étant un polynôme en x du premier degré au moins. 
Continuant ainsi, on obtiendra un développement 



A u= ao H 



rti-h - -h. 



limité si A est une fraction rationnelle, illimité dans le cas 
contraire, «i, o^-, - - . étant des polynômes dont les degrés 
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en Xy que nous désignerons par p-i, [jl^, . . ., sont au moins 
égaux à l'unité. 

196. Considérons les réduites 
P« flfo Pi 1 rto«iH-I Pî 1 



Ml ~r" — 

a, 

Les relations (i) subsisteront avec toutes leurs consé- 
quences. 

On en déduit tout d'abord que le degré v^ du polynôme Q,i 
est égal à [X, -4- 1^2 4- ... -I- [*«. 

La relation (a) montre ensuite que la fraction algé- 

P . , . 

brique j^ est irréductible* 

On voit enfin, par la relation (4), que la différence 
p 

A — 77^ ^^^ d'ordre — V/,_i — v„ par rapport à x. Car Q/i_i 
V/i-i 

est d'ordre v,,., , et Q„ 4- y~ Q«-f ^st évidemment d'ordre v^, 

comme son premier terme gr,,. 

P 

D'ailleurs, V/, > v„_i ; donc l'ordre de A — rp-^ sera 

V»-i 

197. Nous allons démontrer que, réciproquement, toute 

P P . 

fraction -^ telle que la différence A — ^ soit d'ordre < — 2V, 

V étant le degré du dénominateur Q, est nécessairement 
égale à l'une des réduites précédentes. 

En effet, considérons la série des nombres V|,V2, ...; 
soit v„_i le dernier nombre de cette suite qui ne surpasse 
pas V. On aura, par hypothèse, 



^~q"-(:^) 



en désignant, pour abréger, par (-t;;:^) une expression 
d'ordre — (av-f- 1) au plus par rapport à x. 

J. — Cours, 1. 12 
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On a, d'autre part, 






d'où 
Or on a 



V-r^^-^»/ "^ \x'— .-^^.y 



>'n>v>v„_,. 

Donc le second membre de l'égalité précédente sera d'ordre 
inférieur à — (vH-v„_i). Donc il doit en être de même du 
premier. Mais le dénominateur Q/i_iQ est d'ordre v -\- Vy,_i. 
Donc le numérateur doit être d'ordre <! o. Mais c'est un 
polynôme , et son ordre ne peut être < o que s'il s'annule 
identiquement. 



On aura donc 



d'où 



et, par suite, 

(5) 



P„_,Q-PQ,,_, = o 
P _ P.-, 

P = ^P«-„ 



k étant un polynôme d'ordre v — V/,_<. 

P . . . 

On voit par là que jr ne sera irréductible que si v = V;,_| , 

auquel cas le facteur k se réduit à une constante. 

198. Proposons-nous de déterminer directement une frac- 

P 

tion -^ dont le dénominateur Q soit de degré v, et telle que 

l'on ait 
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On en déduit, en chassant le dénominateur, 



»79 



^Q + P^(i^) 



li faut donc que, dans le produit AQ, les termes en — j 

disparaissent. 

Soit, comme précédemment, 



• • > 



x^ 



A = «0 -H - -H -i 



X 



X' 



et posons 



Q = Bo4-Bi^ 



• • > 



BvJ:* 



Le coefficient C>. du terme en -^t dans le produit AQ, sera 
évidemment donné par la formule 

Cx^= «xBq -4- «în-i Bj -4- . . . H- aA^.vBv. 

Nous aurons à satisfaire aux conditions suivantes : 



(6) 



\_i| — O, • • • } ^v — O" 



1® Si le déterminant 



K^ 



a, 



a. 



«j 



*w4-l 



'v4-I 



• ■ • • ■ • 



^V+1 3ty^J 



«r. 



n^est pas nul, ces équations détermineront, sans ambiguïté, 
les rapports des inconnues B ; la fonction Q sera déterminée 
à un facteur constant près; on obtiendra la valeur corres- 
pondante de P en calculant la partie entière du produit AQ. 

2" Si Av est nul, les équations (6) ne détermineront pas 
complètement les rapports des coefficients B, et le poly- 
nôme Q contiendra plusieurs constantes arbitraires. 

Dans tous les cas, les constantes arbitraires disparaîtront 
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du rapport t^> en vertu de la relation 



P P 



n-\ 



que nous avons trouvée plus haut. 

On voit par ce qui précède que la condition Av^o exprime 
qu'il existe une réduite de degré v. Si donc tous les déter- 
minants A|y A2, . . . sont différents de zéro, ce qui aura lieu 
en général, les nombres V|, Vj, . . . , v,,, . . . formeront la série 
complète des nombres entiers, et, par suite, les degrés jx, , 
^■2 » • • • ï \^n7 ' - • des polynômes ^4 , ato , . . . , o,,, . . . seront 
égaux à Tunîté. 
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MAXIMA ET MINIMA, 



199. Soit yz=f(^x) une fonction de la variable réelle j*, 
dont la dérivée soit continue de x=^a à x=a-hA. On 
aura la formule 

f{a-\-h)-^f{a)^hf{a^^hy 

Si h décroît indéfiniment en valeur absolue, /'(a -f- A) 
tendra vers/'(:r), et finira par avoir le même signe que cette 
dernière quantité si elle diffère de zéro. 

La différence f{a-\-h) — /(«) changera donc de signe 
avec A. Si/'(«)>>o, elle aura le même signe que A; la 
fonction f{x) croîtra donc en même temps que la variable 
dans les environs de la valeur x = «. Au contraire, si 
/'(«) <! o, cette différence sera de signe contraire à A, et la 
fonction y(^) sera décroissante. 

200. On dit que la fonction f{x) est maximum pour 

jr = a, si Ton peut déterminer une quantité s telle que 

Ton ait 

/(a -hA)— /(«)<o 

pour toute valeur de A moindre que e en valeur absolue. 
Elle sera minimum, si Ton a toujours 

/(aH-A)-/(«)>o 

dans les mêmes conditions. 

On voit par ce qui précède que f{x) ne peut être maxi- 
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mum ou minimum que pour les valeurs de la variable qui 
rendent f {x) discontinue ou nulle* 

Pour trouver les maxîma et ininîma àef{x), on cherchera 
donc les valeurs de la variable qui rendent y (^) discontinue 
ou nulle. Soit a Tune de ces valeurs. Pour s'assurer si elle 
donne efTectivement lieu à un maximum ou à un minimum, on 
calculera le terme principal de l'expression /(a + A) — /(«)î 
car c'est évidemment de cette valeur principale que dépend 
le signe de l'expression tout entière pour les petites valeurs 
de A. Si ce terme principal reste constamment négatif quel 
que soit le signe de A, on aura un maximum^ s'il reste tou- 
jours positif, on aura un minimum ; s'il change de signe avec A, 
on n'aura ni maximum ni minimum. 

201. Lorsque /(rt -i- A) — /(«) est développable par la 
formule de Taylor, la question ne présente nulle difficulté. 
En efl'et, dans cette hypothèse, /'{x), ne pouvant être dis- 
continue pour X = a, sera nulle, et l'on aura, si/"(ûr)^o, 

M. m ^ 

A* 
Le terme principal f"{^) ayant toujours le signe de 

f"{ci)j on aura un minimum si/"(rt)>o, un maximum si 

Soit enfin /"(rt) -= o. Supposons, pour plus de généralité, 
que/'"(a), ...,/'»~*(^) s'annulent également, mais que/''(t7) 
ne s'annule pas; on aura 

X • JL m • m fër 

Si n est impair, le terme principal change de signe avec A ; 
on n'aura ni maximum ni minimum. 

Si n est pair, il aura toujours le signe de /"(a); on aura 
un minimum si /"(a) >> o, un maximum si /"(a) << o. 

202. Une fonction de plusieurs variables, telle que/{Xyy) 
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sera dite maximum pour x = a,y= b^ si Ton peut déter- 
miner une quantité £ telle que Ton ait 

/(a ^hyb^k) —/(a, b)<o 

pour tous les systèmes de valeurs de h et de A*, qui ne sur- 
passent pas s en valeur absolue. Si celte différence était con- 
stamment positive» /(^î JK) serait minimum. 

Tout système (a, b) de valeurs des variables qui rend 
f{Xyy) maximum ou minimum rend nulles ou discon- 
tinues les dérivées partielles ^' ^— • 

En effet, l'expression 

/(a-f-A, 64-A:)— /(a, 6) 

doit avoir toujours le même signe pourvu que A et A* soient 
<C s; donc, en faisant en particulier A" = o, on voit que 

f{a^h,b)-^f{a,b) 

doit toujours avoir le même signe ^ ce qui suppose que la dé- 

. , dfia. b) 11 1* 

rivée - — c est nulle ou discontmue. 

aa 

La démonstration serait la même pour l'autre dérivée 
partielle. 

On aura donc à déterminer tout d'abord les systèmes de 
valeurs a, b Ae x et y^ qui annulent ou rendent discontinues 

^— et ^> puis à s'assurer s'ils donnent lieu à un maximum 
dx ay ^ 

ou à un minimum. 

203. Nous nous bornerons ici encore à discuter le cas où 
la formule de Taylor est applicable, au moins jusqu'aux 
termes du second ordre. 

Dans cette hypothèse, ^ et ^> ne pouvant être discon- 
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tînues pour x = a, y = b^ devront s'annuler, ce qui revient 
évidemment à dire que la difTérentielle totale 

s^annule identiquement pour x =^ a^y = b. 
Cela posé, et écrivant pour abréger 

^-A -^-B ^-C 
da* ~ ' daàb^ ' db'~ • 

m 

on aura 

/(a -^h,b-^ k) —/(a, b) — f- R, 

R étant un infiniment petit d'ordre supérieur au second^ 
et qui sera négligeable par rapport à ceux du second ordre, 
à moins que h et k ne soient choisis de manière à annuler 
ces derniers. 

Supposons d'abord A ^ o. Les termes du second ordre 
pourront s'écrire ainsi 

3 A. '2 /\ 

Si AC — B2<o, il n'y aura ni maximum ni minimum. 
En effet, le facteur entre parenthèses étant positif si k = o, 
et négatif si AA -f- BA* =^ o, l'expression pourra changer de 
signe. 

Si AC — B^ > o, le facteur entre parenthèses étant positif, 
l'expression aura le signe de A; il y aura donc maximum si 
A <! o, minimum si A >- o. 

Si AC — B^ 1=^ Ojles termes du second ordre ne changeront 
jamais de signe^ mais ils s'annulent lorsque Ah -i-BA*= o; 
et, pour savoir dans ce cas quel signe aura l'expression, il 
faudra discuter le terme R auquel elle se réduit. 

Soit enfin A = o. AC — B^ sera <; ou = o, suivant qu'on 
aura B ^ o ou B = o. Dans le premier cas, il n'y aura ni maxi- 
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mum ni minimum; car les termes du second degré 



auront à volonté le signe de k ou le signe contraire, suivant 

Ck 
qu'on prendra h plus grand ou plus petit que r:* 

Dans le second cas, les termes du second degré s'annulant 
pour A" = o, il y aura doute. 

Les résultats de celte discussion peuvent donc se résumer 
ainsi : 

Si AC — B* •< o, - ni maximum ni minimum; 

AC — B*>o, A >■ o, minimum; 

AG — B'>o, A •< o, maximum; 
AC — B* = o, incertitude. 

204. Les règles qui précèdent s'appliquent sans difficulté 
à la recherche des maxima et minima des fonctions impli- 
cites; car il suffit, pour cet objet, de déterminer les dérivées* 
successives (les dérivées partielles, s'il y a plusieurs variables) 
de la fonction implicite, au moyen des règles qui ont été 
données plus haut. 

205. Maxima et minima relatifs, — Soient à trouver 
les maxima et minima d'une fonction f{x, y, 5, w), les variables 
étant liées par deux relations 

(i) ?(^, J, -, ") = o, 

(2) ^{x,y,z,u)—o. 

Imaginons qu'on ait tiré de ces relations les valeurs de 5, 
u en X, y y pour les substituer dans/; il viendra 

et, pour* qu'il y ait maximum ou minimum, il faudra que 

à^ ,àF . ^ .. ,. 

-V- et 3- soient nulles ou discontinues. 

âx dy 
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Bornons-nous encore au cas où l'on aura -.r— =i o, -r— = o, 

ox ' dy 

ou plus simplement rfF =: o. On a 

(3) d¥=.^dx-\--/-dy-^^dz-^^duz:^o, 

ox dy "^ bz du 

et cette équation devra être identiquement satisfaite pour 
toute valeur de dx et de rf;^ après qu'on y aura remplacé dz et 
du par leurs valeurs tirées des équations 

(5) ^d^.^^dy-^^d,+ pdu = o, 

^ ^ dx dy '^ dz du 

qu'on obtient en différentiant les équations © = o, ^{/ = o. 
Il faudra donc éliminer dz, du entre ces équations (3), 
(4), (5), et égaler à zéro les coefficients de dx et de dy 
dans l'équation résultante. 

Pour effectuer cette élimination , multiplions les équa- 
tions (4) et (5) par des facteurs indéterminés X, p., puis 
ajoutons-les à l'équation (3); il viendra 

\dz dz dz j \du du du) 

et l'élimination sera effectuée si nous déterminons X et p. de 
telle sorte qu'on ait 

oz dz dz du du du 

Égalant alors à zéro les coefficients de dx et de dy^ nous 
aurons 

, . df ^ do {)•}; df . d^ d^ 
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Les équations (6) et (7), jointes aux équations (1) et (2), 
détermineront les six quantités ^, r, 5, u, X, [jl. 

On remarquera que les équations (6) et (7) s'obtiendraient 
immédiatement en égalant à zéro les dérivées partielles de la 
fonction 

206. Soit à déterminer la plus grande (ou la plus petite) 
valeur que prend la fonction /(j?) lorsque x varie de Xq èiX^' 
Cette valeur peut correspondre à l'une des limites ou à un 
point intermédiaire a. Dans ce dernier cas, il est clair que 
/(a) sera un maximum (un minimum) de la fonction /(x). 

Pour résoudre la question, il faudra donc calculer les 
maxima (ou minima) /(a), y(6), ... de la fonction dans 
l'intervalle de Xq k Xi, ainsi que ses valeurs extrêmes /(^o)» 
f(Xi)^ et prendre la plus grande (ou la plus petite) de ces 
quantités. 

On agirait d'une manière analogue pour déterminer la plus 
grande ou la plus petite valeur d'une fonction de plusieurs 
quantités lorsque le champ de leurs variations est assujetti à 
certaines limitations. 

207. Appliquons les méthodes précédentes à quelques 
problèmes. 

PiioBLÈMB I. — Trouver la plus courte distance d'un 
point P à une droite D. 

Soient a, ai, a^ les coordonnées du point; a, ûr», a^ celles 
d'un point fixe pris arbitrairement sur la droite; 6, 6|, 62 ses 
cosinus directeurSy c'est-à-dire les cosinus des angles qu'elle 
fait avec les axes. Les coordonnées x, >', z d'un point situé 
sur la droite à la distance t du pointa, ai, a^ seront évidem- 
ment 

X — a-h btf y ^=2 Ui-h bity z-— a^-h b^t, 

et sa distance au point P sera donnée par la formule 
0*= (a -h ^^— a)'-H (a, H- ^1^ — a,)*-|- («i -h ^,f — a,)* 
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Il s'agit de déterminer la distance variable t, de telle sorte 
que cette expression soit minimum. 

Elle a pour dérivée ^^b{a-\-bt — a), quantité toujours 

continue. Il faudra donc égaler celte dérivée à zéro, ce qui 

donnera 

^h{a — oL) -h ^h^t —o, 

iVoix 

^b(a — oL) 

tz=i . 

Substituons cette valeur dans Texpression 
0*= 2(a -f- 6/ — a)« ~ 2 (a — a)« H- 2tl.b{a — a) 4- ^*2^*, 
il viendra 

,, • ., \lh(a -ail» [lh{rt-7L]y 

^?»=2(/i~a)«-2 ^ v^t -^ ^ Ut ^ 

Cette expression représente bien un minimum, car la dé- 
rivée seconde 



cil' 
est positive. 



z=i2^b' 



208. Problème II. — Trouver la plus courte dislance 
de deux droites, 

« 

Soient 

(8) .r:=za-\-bt, y :^ ay -h b^t, z =: a^-^b^t 

les coordonnées d'un point de la première droite, 

(9) ; = a-+-|3T, r, = a, -h3,T, ; = a,-h?,T 
celles d'un point de la seconde droite. 
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La distance 8 de ces points sera donnée par la formule 

=:(a— a-+-&^— ?T)»-)-(a, — a,-i-6,^ — Pit)* 

-+- ( a, — a, 4- 6, ^ — 3, t)*. 

Il s'agit de déterminer les variables / et t de telle sorte que 
cette expression soit minimum. 

Les dérivées partielles de cette expression par rapport à t 
et à T sont toujours continues. En les égalant à zéro, on aura 
les deux équations de condition 

I â^^ 

- -j- —b{a— a-h ^/— Pt) -h ^i(ai — «i-f- bit — ^iX) 

-h ^j(a, — a, -h bit— p,x) =0, 

-+- ?î(^i— *î-+- bt£~ Pjt) =0. 

Éliminant successivement entre ces équations chacune des 
quantités entre parenthèses, et posant, pour abréger, 

^Pi-^.Pi---^, ^2p-^?r-:A„ ^>P.^^p^A„ 
on en déduit 
a — 1-^ ht — pT a, — %,-hh^t — 9.t /?. — aL^-\-h^t — 8«/ 

Â ~ X, "^ â; 

Soit X la valeur commune de ces rapports; on aura, pour 
déterminer f, t et X, les trois équations linéaires 

AX -+- Pt — Z>^ — a — a, 

AiX 4- Pi-c— 6,^1= «! — «,, 

A, X 4- p,? — b^tz^tti — aj, 

d'où Ton déduit 

I. M N 
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L, M, Ny D désignant les déterminants suivants : 



L=i 



M 



N = 



Diz. 





a - 


- a 


? - 


b 






ai- 


«1 


Pi -^ 


A(a— c:)-|-A,(ai — aj)-i-A 




«2- 


-«t 


P. -f^t 






A 


a ■ 


-a b 






Ai 


«I 


«i 6j 


j 




A. 


a, 


a, ^î 






A 


? 


a — a 






A, 


Pi 


a,— ai 


> 




A, 


?« 


a, a. 






A 


P 


6 




— 


A. 


Pi 


-b, 


-A*-+-AÎ-+-AÎ. 




A, 


?. 


-b. 




Enfin, 


l'on 


a 




~V^ 


-f-T 


a 


A«X«4-AÎ 

« 


À»-t-A«X« — 




v^A« -h a; + AJ 



Il est évident, d'après la nature du problème, que cette va- 
leur de 0^ est un minimum. Pour le vérifier, formons les 
dérivées secondes 



i. ^ 
I ^«8« 



2 dt&z 

i ^ 

2 dT« 



^^ÎH_6î-hfc|, 



=---^?"-^iPi-^«P*, 



?*-^?î-+-pî. 



La quantité représentée dans la théorie générale par 
AC — B*"^ est égale à 

4(6«4- ^>î -H ^.^)(?«+ Pî + Pî) - 4(^? 4- ^'ipi -^ ^Pi)* 

z=.4(A«-t-AÎ+A«). 



Elle est positive. Donc, il y a bien maximum ou minimum. 
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»9i 



D'ailleurs 



I d'^' 



2 dl' 



^b'-hbi-t^bl>o; 



ce sera donc un minimum. 

209. Remarque /. — Les quantités 6, 6,, 62 et p, ^i, ^2, 
étant les cosinus directeurs des deux droites données, satis- 
feront aux équations 

b^-^b\^bl^i, 

P* + ?î + PÎ = i. 

Mais nous n'avons pas fait usage de ces équations. Les for- 
mules trouvées subsisteraient donc en donnant à 6, 6|, 62» 
p, p,, p2 des valeurs quelconques. D'ailleurs, les équa- 
tions (8) et (9), pouvant se mettre sous la forme 



X — a 



V — a« z — a, 



b, 



« — « T, — a, 



b. 



=:«, 



^TT, 



ne cesseraient pas de représenter des lignes droites! 

Remarque II. — Si nous posons 

az=:a-hAa, aj == a, -h Aa,, a, = a, -f-Aa„ 
^ — b'\-£iby bt^bi-^lb^y S, 1:= ^>, H- A6„ 

les formules précédentes deviendront 

A = 6jA^, — b^lbi, Ai=ô, A& — b^bf, A^^b^bi — bilby 

Aa a6 b 
h=z — (A Aa-h Aj A^i -h At Aa,) =: A^i A^i bi 

Aa, A^, bi 

A b-^ ^b — Aa 
M= A, Z>i Aa, , N izz Aj ^1 -h a6i — Aai 

A, 6, 4- Aô, — Aa, 

D=:A»-i-AÎ4-Aî, 



A 


b 


Aa 




A. 


b, 


Aa, 


, N- 


A, 


br 


Aa, 
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et Ton aura encore 

A=IyT> T=-^, ez=l-=-i Ù = —;= =r * 

D D D ^A*-hAÎH-A* 

Nous ferons un fréquent emploi de ces formules. 

210. PiiOBLÈME III. — Trouver la plus courte distance 
d'un point à un plan. 

Soient a, fr, c les coordonnées du point, et 
(10) mx -^ ny -^pz -h q z=zo 

l'équation du plan. Nous aurons à rendre minimum l'expres- 
sion 

8* = ( JT — ay 4- ( j — by + (5 — c)*, 

où x^ r, z sont liés par Téquation précédente. D'après la 
règle générale donnée pour la recherche des minima relatifs, 
nous aurons à égaler à zéro les dérivées partielles de l'expres- 
sion 

(j:— a^-h (j— 6)'-|-(^ — c)*-hX(mx-i- ny-\-pz-hq)y 

ce qui donnera les équations 

2{x — a) -{- Xm ^=- Oy 

2{y — ^) -H X« HZ o, 

2(5 — c) H- X/? mo, 
auxquelles on joindra la suivante : 

o=znix i- ny -^ pz-\-q=im{a: — a) -4- /i(/ — ^) -\- p{z — c) 

H- m a -i- nb -\- pc -^ q. 
On en déduit 

J7-- a ==— -JX/w, j— ^ — — -JX/i, -c — c — — 7X/?, 

, . ma -\- nb ~>r pc -^ q 

— A — 5 j 

' m* -h n^ -H Z'* 

ô«r=z(iX)«(m«-hn*-+-/?')::z i r^ — r-^ — 

' '^ m* 7^ /i* H- /?* 
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Pour vérifier que celte expression représente bien un mi- 
nimum, cherchons les dérivées secondes de S" considéré 
comme fonctions des variables indépendantes x^y et d'une 
(onction z de ces variables, définie par l'équation (lo). On 
aura successivement 

--— i=z 'lix — a) -\- i{z — c) -X- -=-{ix — a) (-^ — c), 

ôx ' ôx ^ p 

^*o' _ 'Jim dz 2/w' 

dx^ p dx ~~ ' p- 



ôx dv 



9m dz 9m n 
P ày p^ 




era de même 




ày' 


2//Î 

:2H - 



Les expressions désignées dans la théorie générale par 
AG — B^ et A seront ici 



/ 2/7î*\ / 2n*\ t\m'^n} , ^m^ Ln} 



et 



2 m' 



Toutes deux étant positives, on aura un minimum. 

211. Problème IV. — Trouver les maxima et minima 

f 
de la fraction - > 

? 

et 

étant deux fonctions homogènes du second degré en 
La valeur de celte fraction ne dépendant que des rapports 

J. — Cours, I. i3 
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des variables x, j^, z, il est permis de supposer leurs valeurs 
absolues choisies de telle sorte qu'on ait ^ = i. 

On aura donc à trouver les maxima et minima de /, étant 
donnée l'équation de condition 

«p — I r=:o. 

On devra, comme on sait, déterminer x, y^ z^ \ par les 
équations 

? = »» 

^ ou; ax or ay oz ôz 

ou, en effectuant les calculs, 

|(aii -h Xa„)x H- («1, -h Xa„)7 -h (^13 -h Xa^)- = o, 
(«1, -H Xai,)a; -f- (a„ 4- Xa»)/ -h («„ -h Xa,3)5 = o, 
(«i3H-Xa|j):r -h («23-+- Xa^j)/ -+- («33 -f- Xa33)3r=io. 

Or l'équation <p = i montre que ar, ^, z ne peuvent être 
nuls à la fois. Donc le déterminant des équations (12) doit 
être nul, ce qui donnera une équation du troisième degré 
en X. 

Soit \ une des racines de cette équation ; en la substituant 
dans les équations (la), elles se réduiront à deux équations 
distinctes, qui fourniront les rapports de x^ y y z. L'équa- 
tion ?p = I achèvera de déterminer ces quantités. 

f 

La valeur correspondante de - sera — \. En effet, / et ç 

étant des fonctions homogènes du second degré, l'on aura 

àf df df 

do âo do 

ÔJc -^ dy dz ^ 

Les équations (i i), respectivement multipliées par x^y^ z 
et ajoutées ensemble, donneront donc 

/ 
2/4-2^X — o, d'où ^=— X. 
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Avant d'aller plus loin , nous remarquerons que la fonc- 
tion f peut se mettre sous la forme 



\ «11 «Il / 



(p, étant une fonction de s, telle que ^ny^-h a^uj^^-l- pajS^. 
On pourra de même mettre tf^ sous la forme 



'"ht)' 



-h^z 



*i 



\ 



La fonction (f sera ainsi décomposée en une somme de trois 
carrés, respectivement multipliés par a^«, Pm Y» 

Nous supposerons, dans ce qui va suivre, que ces trois 
coefficients sont positifs. Il est clair que cette condition est 
nécessaire et suffisante pour que (f prenne une valeur posi- 
tive et différente de zéro pour tout système de valeurs de 
Xf y, z autre que o, o, o. Cette condition étant remplie, les 
valeurs de ^, y, z pour lesquelles on a cp = i auront néces- 
sairement un module limité^ car il faudra que chacun des 
trois termes positifs dont cp se compose, pris isolément, 
soit ^ I . Les valeurs de / correspondantes à ces divers sys- 
tèmes de valeurs de j?, y, z seront donc finies, et, par suite, 
f présentera nécessairement au moins un maximum et un 
minimum réels, correspondant à des valeurs réelles des va- 
riables. Soient ^1, J^i, Zi les valeurs qui correspondent au 
maximum, par exemple; 'ki la valeur correspondante de "k. 

Posons 

ÛC^nXi^-r- mi] -+-/IÎ, 

J = /l5-H'Wi7)-f-/l,C, 

Ç, 7), 1^ étant de nouvelles variables, et m, /i, mi, ni, m2, n-* 
des quantités quelconques telles que le déterminant de la 
substitution ne soit pas nul. Aux valeurs x = x^^ y =y^y 
z = Zi, qui donnent le maximum, correspondront les valeurs 
Ç = i, 7j = o, ^ = o. D'ailleurs, après la transformation. 
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y et <p deviendront des fonctions des nouvelles coordonnées, 
homogènes et du second degré, comme auparavant. 

La transformation une fois effectuée, appelons x, y, z nos 
nouvelles variables primitivement désignées par Ç, r,, Ç. Appe- 
lons également an, ..., a^, ... les coefficients des fonctions /" 

f 
et ^ rapportés à ces nouvelles variables; - sera maximum 

et cp égal à l'unité pour x —-\j y ^:= o, z =^Oy\^^\i, On 
aura, par suite, an = i, et les équations (12) étant satisfaites 
pour le maximum, on aura, d^autre part, 

(i3) «11 -h Xi 1=10, ûfii-!- Xja,, "O, a,j4-Xiai,"zo. 

Posant maintenant, pour abréger, 

on aura , 

? = X*-i-o,, 

©I et /i étant des fonctions de y^ z^ dont la première sera 
positive pour tout système de valeurs de r, z autre que 
V = o, z =r^ o. 

Opérant maintenant sur les fonctions cp^, /i de la même 
manière que nous Tavons fait sur ç et/, nous pourrons les 
mettre sous la forme 

cp, = y« + cp„ /,^-x, ¥*-+-/„ 

^2 et /a ïïe contenant plus que 5, et par suite étant respecti- 
vement de la forme ^z'^, y^*. 
Posant 

Z ■-: Z y- p, — Aj zzi - , 

on aura 

et, par suite, 

(/:=--X,X«-).,Y«-).,Z«, 
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d'oii ce théorème : 

Étant donné un système de deux fonctions quadra- 
tiques f et ç dont V une est toujours positif e, on pourra, 
par un changement de variables réel, en faire disparaître 
les rectangles des variables. 

Les deux fonctions étant ainsi préparées, Téquation en \ 
deviendra 



G 



X,-i-X o o 

o — X,-f-X o 

o o — Xj-hX 



= (X-X0(X-X,)(X-X3), 



Cette équation a pour racines les trois quantités réelles Af , 

X2, )w3. Donc, V équation en X a toujours ses racines réelles. 

On voit immédiatement sur les équations (i4) que la plus 

/ . . 
grande de ces racines rendra - minimum ; la plus petite le 

rendra maximum, la troisième ne donnera ni maximum ni 
minimum. 



► aaai 
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CHAPITRE V. 

. APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DE LA SÉRIE 

DE TAYLOR. 



L — Points ordinaires et points singuliers. 

212. Courbes planes, — Une courbe plane est générale- 
ment représentée par une équation 

entre ses coordonnées. 

Le premier membre de cette équation peut d'ailleurs se 
mettre sous une infmité de formes différentes équivalentes 
entre elles. Ainsi, par exemple, les équations 

I I 



r — O, 



s/x^-^^{x,y) -h V^R* — j' + 0(^,7) = o, 



représentent évidemment le même cercle. 

Soient P un point de la courbe, x, y ses coordonnées. 
Nous disons que P est un point ordinaire, si Ton peut mettre 
le premier membre de l'équation de la courbe sous une forme 

telle : 1° que ses dérivées partielles successives -r- > -.— » 

^îp . ... * 

■T-;5> • • • aient des valeurs finies et déterminées au point (:r,}'); 
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Q? que — - et -^ ne sy annulent pas simulLanément. Dans 

le cas contraire, P sera un point singulier. 

Celte distinction est indépendante du choix des axes coor- 
donnés. Soient, en effet, Xi, y^ les coordonnées relatives 
à un nouveau système d'axes. Elles sont liées k x^y par des 
équations de la forme 

œ ■— ax^ -h bvi 4- a, 

et Téquation de la courbe rapportée aux nouveaux axes sera 

o = F(a^i 4- byy -f- a, a, Xy -\- b^Yx -+- «i ) -= F, (^i, /i, z^ ). 

Prenons les dérivées partielles successives de cette équa- 
tion par rapport k x^^ y^\ il viendra 

ox^ ôx dy 

d¥, ,d¥ , dV 
dfx dx oy 



Les dérivées partielles -.—=^5 -r— > -:-— -^ • • • ' étant ainsi ex- 

'^ ôxi âyi dx\ 

primées en fonction linéaire des dérivées -;^ j -.— > -c— . 1 • • •> 
' OX ay OX* 

atiront, en même temps que ces dernières, des valeurs finies 

et déterminées. 

. d¥ dF 
Enfin, si 3- et 3— s^annulent à la fois, il en sera de même 
OX dy ' 

^F, ^ dF, 

213. Soit P un point de la courbe dont les coordonnées x, 

d¥ d¥ d*F 
y soient telles, que ;r~' ;r-> X~i' " ' ' ^^^^^ des- valeurs finies 

et déterminées, et soit (X, Y) un point variable de la courbe, 
infiniment voisin du premier. On aura 

o = F(X, Y) -¥i,x H- X — a:, r 4- Y — y). 
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Le second membre de celte équation sera développablc 

par la série de Tajior, suivant les puissances des accroisse- 

dF 
Dients X — X et Y — y; en effet, chacune des dérivées -r— .» 

f)F 6*F 

-T-> -: — > • • • sera continue au point P, puisque ses dérivées 

ay d.v^ * ' r T 

partielles y sont unies et déterminées. L^équation précédente 

pourra donc s'écrire ainsi 

(0 o^F(.r,v) + ^(X-a-) + ^(Y-j)+R, 

R étant du second ordre en X — x elY — r. 

Or, Pétant sur la courbe, on a F(j?, j) ^^ o. D'autre part, 
si P est un point ordinaire , les termes du premier ordre ne 
s'annulent pas identiquement, et R pourra être négligé dans 
une première approximation. L'équation (i) se réduira donc à 

o — -- (\ — .r) -h -r- (Y — r), 

équalion d'une droite, qu'on nomme la tangente au point 
(j;,/), et avec laquelle la courbe se confondra sensiblement 
aux environs de ce point. 

214. Supposons au contraire que Psoit un point singulier. 

dV àF 
On aura — = — r= o, et l'équation (i) se réduira à 

o = Rr.-_:i[A(\-a-)»-i-2B(X-x)(Y-r)4-G(Y~j)«] + R„ 

A, B, G désignant les dérivées secondes -^-^t • • • > et R| un 

infiniment petit du troisième ordre. 

Si A, B, G ne s'annulent pas à la fois, R| pourra être né- 
gligé dans une première approximation, et l'équation précé- 
dente se réduira à un système de deux droites qui se coupent 
en P. La courbe aura donc deux branches qui se croisent 
au point P et se confondent sensiblement avec les droites 
précédentes aux environs de ce point. On dira dans ce cas 
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que P est un point double^ où la courbe a ces deux droites 
pour tangentes. 

Si B*-* — AC > o , ces tangentes seront réelles. Si 
B- — AC <C o, elles seront imaginaires ; le point P sera donc 
un point isolé, aux environs duquel la courbe n'a aucun 
point réel. 

Enfin, si B^ — AC = o, ces deux tangentes se confondent, 
et l'on dira que P est un point de rebroussement, 

215. Supposons, en dernier lieu, que A, B, G s'annulent à 
la fois, et admettons, pour plus de généralité, qu'il en soit 
de même des dérivées d'ordre 3, . . . , /i — i, mais que l'une 
au moins des dérivées d'ordre n soit^o. L'équation (i) se 
réduira à 

Rj étant d'ordre >► n. Si on le néglige, l'équation représen- 
tera un système de n droites. La courbe aura donc n branches 
distinctes se croisant en P et se confondant sensiblement avec 
ces droites. 

On dira dans ce cas que P est un point multiple d^ordren^ 
où la courbe a pour tangentes les n droites ci-dessus. 

Ces tangentes peuvent être réelles ou imaginaires. Si plu- 
sieurs d'entre elles venaient à se confondre, cette particularité 
importante devrait être soigneusement notée, parmi les carac- 
tères du point singulier considéré. 

216. Il resterait à considérer les points singuliers pour les- 

quels lune des dérivées -r-i -r-» -r-.> "• serait infinie ou 

ÔJc ay âjc* 

indéterminée, quelque forme qu'on donnât à l'équation de 

la courbe; mais leur étude est moins intéressante, et nous ne 

nous y arrêterons pas. 

217. Une- courbe plane est fréquemment définie par un 
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système de deux équalîons 

(2) œzrz^{t), J=:Oi(0, 

entre oc, y et une variable auxiliaire t. En éliminant cette va- 
riable, on obtiendrait une équation unique 

mais cette opération est rarement avantageuse. 

Une même courbe peut d^ailleurs être représentée d'une 
infinité de manières par un système d'équations de la forme(2). 
En effet, posons 

H désignant une nouvelle variable et ^ une fonction quel- 
conque ; il viendra 

Théorème. — Le point P gui a pour coordonnées x^y^ t 
sera un point ordinaire^ si les dérivées successives x\ x"y . . . , 
y'f y y - • • ^^ ^7 y P^^ rapport à la variable indépen- 
dante t ont en ce point des valeurs finies et déterminées, 
et si x\ y ne s^ annulent pas à la fois. 

Réciproquement, si P est un point ordinaire, la variable 
indépendante t pourra être choisie de telle sorte que les 
conditions précédentes soient satisfaites. 

i^ Supposons en effet que x', x^\ . . . , y^y^ - • - aient 
des valeurs finies et déterminées, et que x', par exemple, 
soit^o. Substituons dans la seconde des équations (2) la 
valeur de t tirée de la première ; on obtiendra Téquation de 
la courbe sous la forme 

ou 

J— /(^)=o. 

Désignons par F(x^y) le premier membre de celte der- 
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nière équation. Il suffit de montrer que -r— > -.— > 'Â~i^ '" 

ôF dF 
ont des valeurs finies et déterminées, et que -r— , -r— ne sont 

^ ojc or 

pas nuls tous les deux. 

dF 
Ce second point est évident, car -:r— := i . 
^ or 

Pour établir le premier, nous remarquerons que les dé- 

. ^ dF (^F (^»F ^j . 

rivées -r— > -:r-> -^^-ï > • • • se réduisent toutes soit a i , soit a o, 
ojo or ox^ 

soil aux dérivées y*'(:c)= 7"'/''(-^)== -7^' 

Mais nous avons vu, dans la théorie du changement de la 

variable indépendante, que x', x'\ ' - - -, y f y 7 • • • ^^ Zj~^ 

d*y 

-1^ > • • • sont liées par les relations 



dv ,, d^ y 



-/' _f 



Ces équations, résolues par rapport à -^j T^' ***' donne- 
ront ces quantités sous forme de fractions, ayant pour déno- 
minateur des puissances de j?', quantité différente de zéro. 
Toutes ces expressions seront donc finies et déterminées. 

2® Réciproquement, soit (j?,jk) un point ordinaire de la 
courbe 

. . <9F dF <)*F 
Par définition, -r-^ -7-^ 'A~t^ "' sauront en ce point des 

valeurs finies et déterminées; et de plus, Tune des dérivées 
premières ;%— > ;f-> par exemple -r-> sera différente de zéro. 

Gela posé, les dérivées successives -^-j -r^» ••• seront 
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fournies par les équations 

dV ÔF (if _ 
ÔJc ôy dx ~~ ^ 

d^¥ a*F dv d^¥ dv^ dV d'y 

dx^ ÔJcâf djc dy* dx^ dy dx- ' 



sous' forme de fractions n'ayant en dénominateur que des 

puissances de -^- Toutes ces expressions auront donc des 

valeurs finies et déterminées. 

Prenons x pour variable indépendante. On aura ^'=1, 

dv d^ V 

y=o, .... D'autre part, j''=:: -^) ^"^ -y^j ••• ont des 

valeurs finies et déterminées. Toutes les conditions du théo- 
rème seront donc remplies. 

218. Surfaces, — Une surface peut être représentée par 
une équation 

Un point (^, J', z) de la surface sersi ordinaire si le premier 
membre de Téquation de la surface peut être mis sous une 

forme telle : 1° que les dérivées partielles -ç-y -.— > -r^ > 

ux oy 0^ 

-y-j> • • • aient des valeurs finies et déterminées; 2** que -r— > 

-p et -7j ne s y annulent pas simultanément. JJans le cas 

contraire, (Xy y, z) est un point singulier. 

On verra, comme au n° 212, que cette distinction est in- 
dépendante du choix des axes. 

219. Bornons-nous, comme tout à l'heure, à Tétude des 
points de la surface pour lesquels toutes les dérivées par- 

dF 

tielles-v-> ••• ont des valeurs finies et déterminées; soit 
dx 

(x, j^, :;) un de ces points et soit (X, Y, Z) un point variable 
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de la courbe, infiniment voisin du précédent. On aura 

[ o--rF(X, Y, Z):i^F(a;4-X — X, j-f-Y— r, z^Z — z) 
^^^ j -._F(a^J,5)-;^(X-x) + ^(Y-J)4-~(Z-.i + R, 

R étant du second ordre en X — x^ Y — ^', Z — z. 

Or on a F(a;,j^, j;) = o. D'autre part, si (x^y^z) est un 
point ordinaire, les termes du premier degré ne s'annulant 
pas identiquement, R pourra être négligé dans une première 
approximation. Il viendra alors 

r)F.„ . dF .^ . àF .„ . 

a:ï(x-^) + ^(Y-j)-H-^-(z-.-)=:o, 

m 

équation d*un plan tangent avec lequel la surface se con- 
fondra sensiblement aux environs du point (^,^, z). 

220. Si {^yV, 5) est un point singulier, on aura 

^ clF _ ^ _ 
dx à y âz ' 

et le second membre de l'équation (3) se réduira à 

i[A(X-^)«-hA,(Y-j)»-^A.,(Z-x^)«+2B(Y-r)(Z-^)+...]4-R„ 

d^F d*F 
A, Al, ... étant les dérivées 3— s? -^-zj ••• et R, étant du 

troisième ordre. 

i** Si A, A<, A2, B, ... ne s'annulent pas à la fois, on 
pourra négliger R,, et l'équation représentera un cône du 
second degré, ayant son sommet au point (^,jKî z), et avec 
lequel la surface se confondra sensiblement aux environs de 
ce point. Dans certains cas, ce cône pourra dégénérer en un 
système de deux plans ou en un plan double. 

2** Supposons enfin que les dérivées secondes s'annulent 
toutes, ainsi que les dérivées d'ordre 3.. .-., n — i, mais 
qu'une au moins des dérivées d'ordre n soit différente de 
zéro. En ne conservant dans l'expression de R que les termes 
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d'ordre n, on obtiendra l'équation d'un cône d'ordre /i, tan- 
gent à la surface au point (^, J^', z). 

Si l'on coupe ce cône par un plan arbitraire, on obtiendra 
une courbe algébrique d'ordre /i.Dans certains cas particu- 
liers, cette courbe pourra présenter des points multiples, ou 
se décomposer en courbes d'ordre inférieur à n. Toutes ces 
circonstances devront être notées, comme essentielles à la 
définition du point considéré. 

221. Une surface peut présenter, non seulement des points 
singuliers isolés, mais des lignes singulières dont tous les 
points soient singuliers. Considérons par exemple un cône 
ayant pour base une courbe présentant un point double. La 
génératrice correspondante sera évidemment une génératrice 
double y en chaque point de laquelle on aura deux plans tan- 
gents correspondant aux deux nappes du cône qui se croisent 
suivant la génératrice. 

222. On représente souvent une surface par un système 
de trois équations 

entre x, y, z et deux variables indépendantes f , m. L'élimi- 
nation de ces variables auxiliaires donnerait l'équation de la 
surface sous la forme ordinaire 

La forme des équations (4) pourra d'ailleurs être variée à 
l'infini en remplaçant ty u par deux autres variables indépen- 
dantes quelconques. 

Théorème. — Le point P qui a pour coordonnées x^y^ 5, 
^, u sera un point ordinaire, si les dérivées partielles suc- 

âx dx d^x dy âz 

cessives-^-, ^, -^. •••> -jj> •• ■^-^> ■■• par rapport a t 

et u ont en ce point des valeurs finies et déterminées, et si 
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de plus les trois déterminants 

j^ _àx ^y àx^ ày^ 

dt du du dt 

* ~ dt du du dt 
dz dx dz dx 



D.=-. 



dt du du dt 



ne s'y annulent pas à la fois. 

Réciproquement^ si P est un point ordinaire, les va- 
riables indépendantes pourront être choisies de telle sorte 
que les conditions précédentes soient satisfaites, 

I** Supposons en effet que ces conditions soient satisfaites 
au point (x, r, s, t, m) et qu'on ail, parexemple, D^o. Sub- 
stituons dans la troisième des équations (4) les valeurs de t, 
u tirées des deux premières; on obtiendra Téquation de la 
surface sous la forme 

^—f{^iy)y 

ou 

z —f{jr,y) = = F(a?,7, z). 

Ti r o <^F àF dF d'F ^ ^ . 

il laut nlontrer : i°que-r-> -^— j -v-> rr~»' •■' sont finies 

^ dx dy dz dx^ 

j^ ' JL • • w ^ o dF dF dF 

et déterminées au point considéré; 2** que -r-y -r- et ;r7 ne 

s'y annulent pas à la fois. 

Pour établir le premier point, on remarquera que les déri- 

dF dF dF d^F 
vées -r-> -r— > -r;5 ~A~\^ • • • se réduisent toutes soit à 1, soit 
ox oy uz ox 

à 0, soit aux dérivées -^ = -- , -r- =p -r^i • • • • 

dx dx dy dy 

Mais ces dérivées partielles sont fournies par les équations 

dz dz dx dz dy 

di " dx 'dt '^ dy ~di' 

dz dz dx dz dr 
du dx du dy du 



HoS PREMIÈRE PARTIE. — CHAPITRE V. 

SOUS forme de fractions n'ayant en dénominateur que des 
puissances du déterminant D, qui n^est pas nul; elles auront 
donc des valeurs finies et déterminées. 

a** Réciproquement, soit (^, r, z) un point ordinaire de la 
courbe 

Les dérivées partielles successives de F auront par défini- 
tion des valeurs finies et déterminées ; de plus, Tune au 

moins des dérivées premières, par exemple -r^> sera^o. 

O'Z 

dz âz d*z 
Cela posé, V-» ;^— ' ;H^> • • ' seront données par les équa- 

tions 

âF âF dz 

- Os 



djo dz Ojc 
ÔF àFdz^_ 



sous forme de fractions n'ayant en dénominateur que des 

dF 
puissances de -.-: elles seront donc finies et déterminées. 
^ dz 

Prenons x^y pour variables indépendantes. Ayant ici 



on aura 










dx 


dx 


d^r 




dt '• 


du «• 


dt^- ^ 




dY 


dv 


d'y 




dt "' 


du '' 


dl^ " 




dz dz 


àz ds 


d*z « 



_ _ à*z 

dt dx du dy dt* dx* 

Toutes ces dérivées seront finies et déterminées. On aura 
d'ailleurs D = i. Donc, toutes les conditions du théorème 
seront satisfaites. 

223. Courbes gauches. — Une courbe gauche peut être 
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représentée par deux équations 

' Un pç^int {Xy yj -s) de cette courbe sera dit ordinaire si 
les équations de la courbe peuvent être mises sous une forme 

telle, que les dérivées partielles ^> ^^^^'ïï~^' '"^ T"' '"' 
y-jj • • • aient en ce point des valeurs finies et déterminées, 
et que Tun au moins des déterminants 

dy dz dz dy 

* dz dx dx dz 

_ ^ (?* ^ dF ^ 
' ôx dy dy dx 

soit différent de zéro. Dans le cas contraire, {x, y y z) sera 
un point singulier. 

« 

224. Cette distinction ne dépend pas du choix des axes 
coordonnés. Supposons en effet qu'on les change. Les nou- 
velles coordonnées Xiyyi, Zi seront liées aux anciennes par 
des équations de la forme 

X = axi -+- byi H- czi 4- «, 
yz=iaiXi-h 6j7j -h Ci^j 4- aj, 
z = a^Xi -f- b^yi -f- c,-g, -+- aj. 

Soit 

Fi(^i,7i,-i)=^o, *i(^i,7i,;;j) 1=0 

ce que deviennent les équations de la courbe par cette 
substitution. Les identités 

Fi(^i, Vi,-i) = F(a:,j,^), 

"^li^i, yu ^i) = ^{Xy yy z), 
J. — Cours, I. 14 
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étant dérivées par rapport aux nouvelles variables donne- 
ront 

^ _ d>F dF ^âF 

dF, dF . dF ^ ÔF ^ 
âyi ox <v dz 



d^x d^ d^ d^ 

dxi dx dy dz 

d^i d^ , <^* , d^ , 



Les nouvelles dérivées partielles s'exprimant ainsi en 
fonction linéaire des anciennes seront finies et déterminées 
en même temps que ces dernières. D'autre part, on déduit 
de séquations précédentes 

dF^d^_dF^d^_ ._. (àF^ ^ __ ^ ^\ 

dXi dYi dji dxi ^ * *^ \dx dy dy dxj 

f u u>. fàF d^ dF d^\ 

^ ' ' '^\dy dz dz dy) 



{aib — abi) 



/dF d^ dF d^\ 
\dz dx dx dz J 



et deux autres équations analogues pour 

àFid^_^d¥\d^ dF\d% _d¥\ d^ 

dyi dzi dzi dyi dzi dx^ dx, dz. 

Ces trois déterminants s'annuleront donc si A, A|, A2 s'an* 
nulent. 

dF 
223. Soit (x, y^ 2 ) un point de la courbe, pour lequel -t-j 

dF dF d^F a* d^^ .1 1 r ' 

-^-> -r-> -^r-ï> •••' T- > "•> -^r-i» •" aient des valeurs limes 
dy dz dx^ dx dx* 

et déterminées; et soit (X, Y, Z) un point variable de la 
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courbe, infiniment voisin du premier. On aura 

o = F(X,Y,Z) = F(^H-X — x,7-hY — /, 5-+-Z~^), 
o=z*(X,Y,Z) = *(a7H-X — X, 74-Y— j, x;4-Z — 5). 

Développons suivant la série de Taylor (ce qui est permis 
d'après les hypothèses admises) et supprimons les termes 
nuls F(x, j^, ^) ei^(x,y, z), il viendra 

âF ôF ôF 

(5) o=^(X-.) + ^(Y-j) + ^(Z-.)-hR, 

(6) o=g(X-^) + g(Y-j)4-g(Z-^)+R„ 

R et R| étant du second ordre. 

Si Ton néglige R et R< , ces équations représenteront deux 
plans P, P|, respectivement tangents aux deux surfaces 
F{x,y^z) = Oy ^{x^y, z) = o. Ces deux plans se coupent 
suivant une droite, avec laquelle la courbe se confondra sen- 
siblement aux environs du point (x, y, z). Cette droite se 
nomme la tangente. 

226. Ce raisonnement serait néanmoins en défaut si 
{Xyy^ z) était un point singulier. En effet, les équations 

A zzi O, Aj :=:: O, Aj =z O, 

que nous supposons satisfaites, équivalent à celles-ci : 

^ dF dF 

dx dy dz 

d^ (J* d* 

dx dy dz 

Soit \ la valeur commune de ces rapports. Les deux plans 
P et P|, ayant la même équation au facteur Xprès, se con- 
fondront en un seul, à Téquation duquel X — x, Y — y^ 
Z — z devront approximativement satisfaire. 

On obtiendra d'ailleurs une nouvelle relation entre ces 
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quantités y en retranchant de l'équation (5) Téquation (6) 
multipliée par le facteur X. Il viendra 

o.-3:R_XRi, 

équation dont le second membre sera en général d'ordre 2, 
mais pourra être d'un ordre plus élevé si certains termes se 
détruisent. 

Supposons que R — XKi soit d'ordre n. En négligeant dans 
l'équation les termes d'ordre supérieur à /i, elle représentera 
un cône d'ordre n que le plan P coupera suivant n généra- 
trices. Le point (a:, y^ z) sera donc un point multiple d'ordre 
n, ayant ces droites pour tangentes. 

Si plusieurs de ces tangentes coïncident, on devra signaler 
cette particularité. 

227. Nous avons supposé implicitement , dans la discus- 

dF dF 
sion qui précède, que les dérivées du premier ordre -r— > -t-> 

-r~> T~f -^y -r- ne s annulent pas a la fois, bi cette circon- 
oz ôx oy oz ^ 

stance avait lieu, aucune des deux surfaces F = o, ^ = o 
n'aurait de plan tangent au point ( j:, y^ z), mais elles auraient 
chacune un cône tangent. Ces deux cônes tangents se cou- 
peront, en général, suivant un certain nombre de généra- 
trices, qui seront les tangentes à la courbe au point singu- 
lier (x,jK, z). 

Si ces deux cônes tangents se confondent en tout ou en 
partie, il faudra pousser plus loin la discussion. Les déve- 
loppements qui précèdent suffisent d'ailleurs à indiquer la 
marche à suivre dans ces cas exceptionnels. 

228. On représente fréquemment une courbe gauche par 
un système de trois équations, 

(7) ^==^?(0» / = ?i(0> ^ = ?î(0, 

entre ^, y^ z et une variable indépendante t. 
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Théorème. — Le point {x^ y^ ^j t) sera ordinaire si les 
dérivées successives cd ^ x"y . . . , jk'î y\ • • • » ^\ ^'t • • • ^^^ 
coordonnées par rapport à t ont en ce point des valeurs 
finies et déterminées, et si, de plus, x\ y' et ^ ne s^ annu- 
lent pas à la fois. 

Réciproquement, six^y^ z est un point ordinaire, la va- 
riable indépendante pourra être choisie de telle sorte que 
ces conditions soient satisfaites, 

i" Supposons, en efTet, ces conditions satisfaites au point 
{x^y^ 5, ^)et soit, pourGxer les idées, x'^o. Tirons la valeur 
de t de la première des équations (7) pour la reporter dans 
les deux, autres. Elles prendront la forme 

ou 

y—f{^) =o=zF{x,yyz), 

- —/i (^) — o — ^{x,y, z). 

Il faut montrer : 1° que les dérivées partielles succes- 
sives de F et 4> sont finies et déterminées ; 2^ que A, Af , A2 
ne s^y annulent [pas à la fois. 

Le second point est évident, car A = i. 

Pour établir le premier, on remarquera que les dérivées 
partielles de F et ^ se réduisent toutes à i, à o, ou aux déri- 
vées des fonctions / et /«, qui ne sont autre chose que -—-5 

d^y dz d^ z 

dx^ dx dx^ 

Mais ces dérivées sont données par les équations 

, , dy • , , dz 

- „dy ,9 d^y „ „ dz ,, d^ z 



sous forme de fractions n'ayant en dénominateur qu^une 
puissance de a:'. Elles ont donc des valeurs finies et déter- 
minées. 
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Réciproquement, soit(x, ^', z) un point ordinaire de la 

courbe 

F(^i J, -) ^ o, *(j:, j, ^) =: o. 

L^un au moins des trois déterminants A, A|, A2, par exemple 
A, sera^o. 

Cela posé, les dérivées ->-) -j^» -r^> ••• seront fournies 

par les équations 

d¥ âF dv d¥ dz 



O, 



dx dy dx dz dx 
d^ d* dy â'P dz 



dx dy dx dz dx 



sous forme de fractions n'ayant pour dénominateur que des 
puissances de A. Elles auront donc des valeurs finies et dé- 
terminées. 

Prenons x pour variable indépendante, on aura a/ = 1 , 

tf T\ï / dy , dz 

^= o, . . - . u autre part, y := -^-y . . . , ^' = -j— ; . . . sont 

finies et déterminées. Toutes les conditions du théorème se- 
ront donc satisfaites. 

229. Dans les théories qui vont suivre, nous nous borne- 
rons exclusivement à la considération des points ordinaires. 



II. — Théorie du contact. 

230. Deux courbes G et G' ayant un point commun P ( fig-, 5) 
ont, en ce point, un contact d'ordre n si les points de ces deux 
courbes infiniment voisins de P peuvent être associés deux, 
à deux, de telle sorte que la distance QQ' de deux points 
correspondants soit un infiniment petit d'ordre /i 4- i par 
rapport à leur distance au point P. La même définition s'ap- 
plique au contact de deux surfaces S, S'. Enfin, une courbe 
G et une surface S, ayant un point commun P, auront de 
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même un contact d'ordre /i, si à chaque point Q infiniment 
voisin de Pet pris sur G on peut faire correspondre sur S un 
point Q' tel que QQ' soit d'ordre n -j- i par rapport à PQ. 




231. Contact des courbes planes, — Supposons d'abord 
que G et G' soient deux courbes planes dont la seconde ait 
pour équation 

Soient 

Xy y les coordonnées du point P ; 

j^i, j'i celles d'un point Q infiniment voisin, pris sur la 

courbe G ; 
Xi -h a, ^, + p celles d'un point correspondant Q' pris sur 

la courbe G'. 

On aura 

(l) o=::F(^l^-a,;Kl-^-P)==F(J?l,Jl)^-a^-^-p^-H.... 



S'il y a contact d'ordre n, la distance QQ' = y/ôtM-p^, et 
a fortiori ol et ^, seront d'ordre /i H- i par rapport à PQ, et 
l'équation (i) montre qu'il en sera de même de F(xi^yi). 

Réciproquement, si F(Xi , jk« ) est d'ordre n -h i , on pourra 
en général déterminer sur G' un point :r i + a> ^« + P? tel que 
a et p et, par suite, y/a^ -^ ^'^ = QQ' soient d'ordre /i -f- i. 

En eflet, la seule condition à laquelle a et ^ soient assu- 
jettis pour que Q' soit sur G' est l'équation (i). Si nous 

, ,» • j j . ^ <?F ()F 

admettons que 1 une au* moins des deux quantités -.-^^ ~i~T'' 

par exemple ^-^> ne soit pas infiniment petite, on pourra 
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• prendre pour P une quantité quelconque d'ordre n-h i, et 
Téquation (i), résolue par rapport à a^ donnera pour cette 
quantité une valeur qui sera également d'ordre n + i . 

Cette conclusion serait en défaut si -r — ? -^ — étaient tous 

deux infiniment petits; mais ces quantités diffèrent infini- 

ment peu des quantités constantes 3—' ;i— • Il faudrait donc, 

pour qu'il y eût exception, qu'on eût simultanément 

dF dF 

=0, -r-=:0, 

ce qui est impossible, x, y étant un point ordinaire sur la 
courbe G'. 

Nous aurons donc pour condition générale du contact 
d'ordre n la suivante : 

Il faut et il suffit que les coordonnées X\yyx du point Q 
étant substituées dans Véquation de CI, le résultat de la 
substitution soit d'ordre n + i par rapport à la distance 
PQ = ^Ix^-xj^-^^y^-^yf. 

232. Supposons la courbe C définie par deux équations 

et soit t-^dtXdi valeur du paramètre correspondante au point 
Xx,yi\ on aura, en désignant, pour abréger, parx', j^', ... les 
dérivées de x^y par rapport à ^, 

X* '~~ ce — 3L ac ~T~ • • • 1 

D'ailleurs, le point x,y étant ordinaire sur la courbe C, 
on pourra supposer la variable indépendante t choisie de 
telle sorte que x' et y ne s'annulent pas à la fois (217). On 
aura donc sensiblement 



PQizz^jc'^-hy^dt. 
Donc PQ est de l'ordre de dt. 
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Posons, d'autre part, 



on aura 






1 .2. .n 



Cette quantité devant être d*ordre n + i , on aura, pour con- 
ditions du contact, les équations 

233. Ces conditions prendront une forme plus symétrique, 
si nous supposons les deux courbes données sous la forme 

et 

lesquelles équivalent, pour la première, à 

et, pour la seconde, à 
On aura alors 

«'(O =/(0 -/.(O ^A^) -M^), 

et les équations (2) deviendront 

(3) Ax)=Mx), f'{x)^f,{x), ..., J-{œ)=rA^). 

234. Enfin, si les deux courbes sont données sous la 
forme 

et 

on n'aura qu'à déterminer l'ordonnée^' et ses dérivées j^, . . . , 
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y^"^ dans la première courbe, au moyen des équations 

F(«^»r) = o, 
dV dF , 



et, dans la seconde, par les équations 

dF^ ÔF^ , 



Les valeurs de ces quantités devant, diaprés ce qu'on vient 
de voir, être les mêmes dans les deux courbes, on n'aura 
qu'à identifier les résultats pour obtenir les équations de 
condition cherchées. 

235. Contact dCune courbe C et (Tune surface S. — 
Soient 

¥{x^y, z)^= o l'équation de la surface; 

ar, y y z les coordonnées du point P ; 

^iyj'ii^i celles du point Q; 

^i + ot> ^< + P» ^i -^*f celles du point correspondant. 

On aura 

O — F(:r, -H a, Vj -h P, 5, -f- y) 

17/ ^ àF ÔF ^ d¥ 

S'il y a contact d'ordre n, a, p, y étant d'ordre /i -+- i, il 
en sera de même de F(:c<, j^i? ^O* Réciproquement, si 
F(^i,^i,^i) est d'ordre n-i-i, donnons à deux des quan- 
tités a, p, Y des valeurs arbitraires, mais d'ordre n-\- i. L'é- 
quation précédente donnera, pour la troisième, une valeur 
du même ordre, pourvu que le coefficient qui la multiplie 
ne soit pas infiniment petit. 
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« , . dF dF dF . ^ ' n ' 

Mais -V— 5 -. — > -— ne seraient tous innniment petits que 

. dF £)F (^F 
si -r— ^ -7-> -.-;> dont ils diffèrent infiniment peu, étaient 

nuls. Cela est impossible, (x, j'y z) étant un point ordinaire 
sur la surface. 

On voit que la condition du contact sera que F(^<,j>^|,5|) 
soit d'ordre n -h i par rapport à PQ. 

236. Soient X =^ ^{t)y y = <f^[t), z = (f2(t) les équa- 
tions de la courbe G. Admettant, ce qui est permis, que les 
dérivées x', y, z' ne s'annulent pas à la fois, on aura sensi- 
blement 

PQ = \/x'* 4- /* H- z'^ dt. 

D'autre part, en posant 

F[?(0,?.(0,?.(0] = ^'(0, 

on aura 

F{œ^,y^,z,) = W{t^dt) — ^{t)-^^'{t)dt'^.,,, 

et la condition de contact sera exprimée par les équations 
V(0=o, T'(0 = o, ..., V»(0 = o. 

237. Si la courbe est définie par deux équations 

?(^» J> -) -- O, 9| {X, J, z) zzz O, 

il faudra, pour appliquer ces formules, concevoir qu'on 
prenne x = t'^ y et z seraient alors des fonctions implicites 
de la variable x, définies par les équations tp = o, ^i = o. On 
calculera alors par les méthodes connues les dérivées succes- 
sives de la fonction '^(t) = F(x,y, z) par rapport à la va- 
riable indépendante x, et on les égalera à zéro. 

238. Contact de deux courbes gauches C et C. — Soient 

F(^>^'»^) = o> ^{^yy^ ^) = o'ies équations de C; 
•^>JK, 5 et X\j y^y z^ les coordonnées des points P et Q; 
x^ -f- a, j-, 4- p, 5| 4- Y celles du point Q' correspondant à Q. 
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On aura 

dF 

dF ^ dF 

Ces équations montrent que, si a, p, y sont d'ordre n + i 
par rapport à PQ, il en sera de même pour F(j;i,^«, ^«), 

Réciproquement, si F^x^, ^i, Zi) et ^{xt.yi, z^) sont 
d'ordre /i + i , on pourra assigner à l'une des quantités a, p, 
Y, par exemple à a, une valeur du même ordre, et les deux 
équations précédentes donneront, pour p et y, des valeurs 
également d'ordre /î + i , pourvu que le déterminant 

d|F d^ dF^ d^ 
àfi âzi dzi dyy' 

qui en forme le dénominateur, ne soit pas infiniment petit, 
ce qui aura lieu si le déterminant 

_dF d^ ^dF^^ 
ôy âz ôz dy 
n'est pas nul. 

Or, le point P étant ordinaire sur C, le déterminant A, ou 
l'un de ses analogues A|, A2, sera ^o. Donc on pourra 
assignera a, p, y un système de valeurs d'ordre /i 4- i. 

La condition du contact d^ ordre n est donc que 

F(^i,7n-i) et ^(xnji,-^,) 

soient d^ ordre n + i par rapport à PQ. 
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239. Soient maintenant 

les équations de la courbe C. Admettant, ce qui est permis, 
que ^, y, z! ne s'annulent pas à la fois, on aura sensible- 
ment 

et si Ton pose 

^[?(0,?i(0,?.(0] = ^i(0, 

la condition du contact sera exprimée par le^ 2/i + a équa- 
tions 

240. Si les deux courbes étaient définies par les équations 

et 

en choisissant x pour variable indépendante, ces équations 
prendraient la forme symétrique 

241. Enfin, si elles étaient définies par les équations 

¥{X,y,Z)=Oy ^{XyVyZ) =o, 

et 

on n'aurait, pour obtenir les équations du contact, qu'à cal- 
culer les valeurs de^, z et de leurs n premières dérivées dans 
les deux courbes, et à identifier les résultats. 
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242. Contact de deux surfaces S et S'. — Soient 

l'équation de S'; x^y^ z et x^^ y^^ 5i les coordonnées de 
P et de Q. La condition du contact sera évidemment que 
F(^i, j'i, >Si) soit d'ordre n-\-i par rapport à PQ. 

243. Cela posé, soient 

les équations de la surface S ; ^, u et t -\- dt^ u -{- du les 
valeurs des paramètres correspondant aux points (Xj y^ z) et 
(^ojn ^0; on aura 

dx j^ dx j 
X* — xr=i —- dt ->r -T— aa H- . . . , 
ot ou 

z, — 5 = -^ dt -h -^ du-h 

ot ou 

On aura donc sensiblement 

Donc, dt et du étant considérés comme du premier ordre, 
on voit que PQ sera également du premier ordre. 

Cette conclusion ne serait en défaut que si le rapport de 
dt à du pouvait être déterminé de telle sorte qu'on eût à la 

fois 

dx ,^ dx , 

-^- dt -h -T- du = Oy 

ot ou 

~ dt -^ -/- du — o, 
ot ou 

dz , dz j 

-2.- a^ -h -3- du =: o, 

ot ou 
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ce qui aurait lieu si les trois déterminants 

j. àr dv dx dy 

dt du du dt 

_ dy dz dy dz 
'~'di d7i ~ du dt' 

^ dz dx dz dx 

^~~ ~di ~diL^ ~àû~di 

étaient nuls. Mais on peut choisir les variables indépendantes 
t^ </, de telle sorte que cela n^ait pas lieu (22S). 
D^autre part, si Ton pose 

F[?(^ u), ?i (^ «), ©,( ^ u)\ = V(^ «), 
on aura 

F(j7,, ji,5i) — V(^H-é/f, u-hdu) 

d^ d^ 

— W{tj ") + -37 ^^ -+- ^- du-h .,., 

et, pour que cette quantité soit d'ordre n -h i, il faudra que 
W et ses dérivées partielles, jusqu'à Tordre n inclusivement, 
s'annulent au point P. 

244. Si les deux surfaces étaient représentées par les 

équations 

^=A^yy) et z=:/iixyy), 

ces équations de condition deviendraient (en prenant :r,^ 
pour variables indépendantes) 

/.x f^r àl^dj, àl_df, d-J^_d-J, 

\^) J—J^'dx~'dx' dy'^ dy' '"' dy'' ~ "dy" ' 

24o. Enfin, si elles sont représentées par des équations 

F(J?,7,5) ~o, 
et 

on exprimera que le contact a lieu en égalant les valeurs 
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de z et de ses dérivées partielles jusqu^à l'ordre /i, respecti- 
vement calculées dans les deux surfaces. 

246. Pour le contact du premier ordre, par exemple^ il 
faudra exprimer d'abord que (^,^, z) est un point commun 

aux deux surfaces, puis égaler les dérivées -T^> ^- Elles sont 

déterminées dans la première surface par les équations 

dF ÔF dz dF ÔF dz 

et la seconde par les équations 

âF, dF, dz ' dF, dF, dz 



djo dz dx dy dz dy 

j j. . j j dF dF dF . 

La condition de contact est donc que -v-> -t~* t- soient 

'• dx dy oz 

, ^ dF, dF, dF, 1 j^ . 

proportionnels a -r— > -j— > -^j ou que le déterminant 

ox oy oz 

dF dF, dFdF, , ^ , A A • 1 

-5 — 5 -. — T— = A et ses analofi:ues Ai et Ao soient nuls. 

dy dz dz dy © i -i 

Ces conditions expriment que {x^y, z) est un point sin- 
gulier sur la courbe d'intersection des deux surfaces F et 
F^ (223). 

247. Remarques. — i® Si deux surfaces S et S' ont un 
contacta^ ordre n en un point, leurs intersections avec une 
troisième surf ace S'^ passant en ce point sans les y toucher 
auront un contact d^ ordre n. 

Car les coordonnées d'un point Q infiniment voisin de P 
pris sur la courbe S = o, 5"= o satisfont par hypothèse à 
l'équation S'=o aux infiniment petits près d'ordre n -f- i . 
D'autre part, elles satisfont rigoureusement à l'équation 
S"= o, qui, jointe à celle-ci, caractérise la courbe S'= o, 
S"= o. Il y a donc contact d'ordre n entre les deux courbes. 

2** Deux lignes (ou deux surfaces) ayant un contact 
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d* ordre n avec une troisième ont entre elles un contact de 
même ordre. 

Cela devient évident si Ton écrit les conditions du contact 
SOUS les formes (3), (4) et (5). 

2i8. Osculation. — Soient C une courbe (ou surface) 
quelconque, K une autre courbe ou surface dont l'équation 
(ou les équations) contienne un nombre de paramètres égala 
celui des conditions trouvées ci-dessus pour que C et K aient 
un contact de l'ordre n en un point donné de C. 

Si Ton donne successivement k ces paramètres diflerentes 
valeurs, on obtiendra une famille de courbes (ou surfaces) K. 
Celle de ces courbes (ou surfaces) où ces paramètres sont 
déterminés de manière à satisfaire aux conditions du contact 
d'ordre n est dite osculatrice à C au point considéré. 

249. Au lieu de déterminer les paramètres de K par la 
condition d'avoir avec C un contact donné en un point 
donné, on pourrait se proposer de les déterminer de telle 
sorte que K rencontrât C en un certain nombre de points 
donnés. 

Soit, par exemple, C une courbe plane ayant pour équa- 
tions 

•^^?(0, /^?i(0» 

R une autre courbe dont l'équation 

F(-^,/) — o 

contienne n -f- i paramètres. 
Posons^ comme précédemment^ 

F[?(0.?i(0]-^^'(0- 

La courbe passera par les /i -f- i points ^-f-Af, ^-f-A|/. .., 
t -r A//^, si l'on a les équations de condition 

J. — Cours, I. i3 
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Voyons ce que deviendront ces conditions lorsque A/, 
Al /, ... tendront simultanément vers zéro. 

On aura, en développant T(^ -j- A/), ... par la formule 
de Taylor, 



= ^(0 -+-^"'(0^1^ 



u^«(0 



I .2. . ./l 

A, ^^ 
i .2. . ,n 



R, 



Rj, 



o 1= v(0 + ^'X0^«^ -^ • • • -^ ^'"(0 



A„^« 



I .2. . ./i 



4-R«. 



R,, R2, . . ., R/} désignant les restes du développement. 

Résolvant ces équations par rapport à ^^(l)f . . . , — 

il viendra 



E 



^'«(n 



^ ^ M 1 . 2 . . . /i 



M 



M désignant le déterminant 



I 


A^ 


• ■ ■ 


Ar* 


I 


^it 


• • * 


A,^« 


• 

I 




• • • 

• • ■ 


« • • • 



et Ë, . . ., E/i les déterminants analogues qui s'en déduisent 
en y substituant la colonne des R à la place de chacune de ses 
colonnes successives. 

Or Af, Al /, . . . , A/i^ étant supposés du premier ordre, M 

sera en srenérai d ordre i 4- 2 -}-... -h n = — ^ -: a autre 

o 2 

part, R, Rn . . . , R/i étant d'ordre supérieur k n, E, E| , . . . , 
Efi seront d'un ordre plus élevé que M; on aura donc à la 
limite 

d'où ce théorème : 



Si les 71+1 points où K est assujettie à rencontrer la 



APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DE LA SÉRIE DE TAYLOR. 327 

courbe C se rapprochent indéfiniment d^un même point ty 
K tendra à devenir osculatrice en ce point à la courbe G. 

250. Celte proposition subsiste quelle que soit la loi des 
variations simultanées de A^^ . . ., A;,^» lors même que cette 
loi serait calculée de telle sorte que M fdt un infiniment petit 

d ordre supérieur a 

En effet, M s'annulanl évidemment si deux quelconques 
des quantités A/, • . ., A/i^ sont égales, sera divisible par le 
produit des difTérences 

Il est d'ailleurs du même degré que ce produit par rapport 
aux. quantités A^, . . . , A/^^. Donc il lui est égal, à un facteur 
constant près, que la comparaison de Tun des termes montre 
être égal à Tunité. 

Donc, si les /i 4- I points ^ + A ^, ... t -\- ^„t^ tout en se 
déplaçant, restent constamment distincts, M ne sera pas nul ; 

mais son ordre sera >► si l'une des différences 

2 

A^ ^ — A/, ... est infiniment petite d'un ordre supérieur au 
premier. 

Supposons que M soit de l'ordre \- [jl. On aura, 

d'autre part, 

I .2. . .(/i -hl) I .2. . .(/l -h (Ji.) 



I.2...(/i-M) 1.2. . .(/IH- [X) "' 

R', . . . , R^, étant d'ordre > /i + |J«.. 

On aura, par suite, Km désignant l'une quelconque des 
quantités E, 

_ ypn^i(t) W'^^(t) 
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OÙ I|, . . ., Ij», E^^ représentent ce que devient E^ quand on 
V remplace R, . . . , R„ par A^""*"*, . . . , A„ t""^*, ... ; par 
Ar^^ . . ., A„r-^^ et enfin par R', . . . , R',^. 

Or il est clair que Tordre de E'm est supérieur à — -^ j- jjl. 



ordre de M; et la même chose a lieu pour I|, . . ., I^; car 
chacune de ces quantités, s'annulant si deux des quantités 
A/, ..., Art^ sont égales, est divisible par le produit M de 
leurs différences; étant d'ailleurs d'un degré plus élevé que M 
par rapport à A^, . . ., A,,/, elle sera égale à MN, N étant un 
infiniment petit. 

Donc chaque terme de Em, et par suite E,„ lui-même, sera 
d'un ordre plus élevé que M, et Ton aura toujours à la limite 



M'(/) = o, 



\V»(t)z=zO. 



2o'l. Ce mode de raisonnement s'appliquerait identique- 
ment au cas 011, C étant une courbe gauche, K serait une sur- 
face ou une autre courbe gauche, et conduirait au même 
résultat. 

Si C était une surface 

qui dut être rencontrée par une autre surface 

KTiiF(.r, r, -) — o 

aux points {t -h A^, // -f- A//), (/ + A| /, // -|- A| //, ...), on ver- 
rait de même que, si ces points se rapprochent indéfiniment 
du point (/, u)j K tendra à devenir osculatrice en ce point, 
pourvu toutefois que A^, Af/, Ai/, A| ?/, ... varient de ma- 
nière que le déterminant 



I It \u Af* A/Am A«* 
I Ai^ Ai M A,/« Ai^AjW Ai//« 



Am" 

AiM« 



• ■ • ■ • 



ne soit pas un infiniment petit d'un ordre supérieur à ce 
qu'indique son degré. 
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III. — Courbes et surfaces enveloppes. 

232. Soit F(x,j'yC)=:o une famille de courbes planes, 
caractérisées par les différentes valeurs attribuées au para- 
mètre c* Donnons à c une suite de valeurs c©, C|, Co, .... 
Nous obtiendrons une suite de courbes 

F(->c, V, Co)=o, F(j:,/, Cl) — o, F(a-,/, c,)=o. 

Marquons les points d^intersection A, B, C, ... (yî^. 6) 
de chacune de ces courbes avec la suivante. Si les valeurs 



l'ig. f). 




successives attribuées à c se rapprochent indéfiniment les 
unes des autres, les points A, B, C, ... se rapprocheront 
également et finiront par dessiner une courbe continue, qu'on 
nomme V enveloppe des courbes ¥{x,y^ c) = o. 

Pour trouver Téquation de cette enveloppe, considérons 
Tune de ces courbes 

et la courbe infiniment voisine 

F (.27, /, c -h de) ::- O. 

Leur point d'intersection sera défini par le système de ces 
deux équations. 
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Mais on a 
F(^,7,c-+-é/c)3^F(.r,7,c)-t- — de -^ -^ — -f-...^o, 

ou, en supprimant le terme F(jr, j-, c), qui est nul, et divi- 
sant par rfc, 

f.F /;*F àc 



Oc ' àc* 1.2 



A la limite, de étant nul, on aura simplement 

dF 

On obtiendra donc Véquation de l'enveloppe en élimi- 
nant c entre les équations 

F(jr,r, c) =o, - - — o. 

2o3. Remarques, — i** Si ces deux équations sont in- 
compatibles, il n'y a pas d'enveloppe (ou, si l'on veut, l'en- 
veloppe est rejetéc à l'infini). 

2° La règle donnée pour trouver l'enveloppe suppose que 
l'expression ¥[x^y^ c) n'a qu'une seule valeur pour chaque 
système de valeurs de x^y^ c. S'il en était autrement, l'en- 
veloppe cherchée pourrait échapper en tout ou en partie à 
celte détermination. 

Cherchons, par exemple, l'enveloppe des courbes 



(l) X+\U — J*-HCzzzO. 

dF 
L'équation - - = o se réduisant ici à i = o, il semble 

qu'on n'ait pas d'enveloppe; en effet, les branches de courbe 



x-\-\i — j*-i-c=:o et x-\-\'i — y^ -k- c -h de r=^ o 



ne se coupent pas. Mais le radical y/i — y- pouvant être 
affecté du signe =i=, la courbe (i) contient une seconde 

branche x — ^i — y^ + c = o, laquelle coupe la courbe 
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X \J 1 — Y' -h c -I- rfc = o en un point qui tendra, lorsque de 
se rapprochera de zéro, vers une limite définie par les équa- 
tions 

X-k-SjX — ^-H-CzziO, X — ^1 — j*4-c = o. 

Eliminant c, on aura, pour Téquation de Tenveloppe, 



y I — ►'- 1= o, ou I — j* z= o. 

On aurait obtenu ce même résultat en chassant le radical 
de Téquation (i), qui serait devenue 

L'équation étant mise sous cette forme, on aurait 



et, en éliminant c, 



O — - — 2 (07-1- C), 



I— j'«=iO. 



2o4. Théorème. — L enveloppe est tangente en chacun 
de ses points à t enveloppée correspondante. 

L'enveloppe est définie par le système des deux équations 

Soient donc Jc©» J'o les coordonnées d'un de ses points, 
Cq la valeur correspondante de c, on aura 

en désignant, pour abréger, par Fq, -t— ^ ce que deviennent 

(JCq 

F et ^> lorsqu'on y remplace x^y, c par x©, j^o> ^o* 

L'enveloppée correspondante au point {x^^j'^) a pour équa- 
tion 
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Soit maintenant (^«^j^'o ^i) ^^ point de Tenveloppe infini- 
ment voisin de Co, on aura les équations 

Fi et -r-^ désignant ce que deviennent F et -r-^ pour x = Xi, 

Pour établir qu'il y a contact entre Tenveloppe et l'en- 
veloppée, il faut montrer que F(j?i, j'i, c©), résultat de 
la substitution des coordonnées Xi^y^ dans l'équation de 
l'enveloppée, est au moins du second ordre par rapport à 

Or on a 

F(^n7i, ^o) — F[^i, Ji, Cl— (c, - Co)] 

Mais Fi et -r-^ sont nuls. Cette expression sera donc du se- 
cond ordre au moins par rapport à C| — Cq, 
D'autre part, posons, pour plus de clarté, 

on aura 

o=-^=*(^i,ji,c,) 

— * [^0 -+- (^1 — ^o)> Jo -H O'i — Jo), Co -I- (C| — Co)] 

R étant du second ordre en x^ — Xf^y y^ — J^'o? ^i — ^o» Or ^o 
est nul. Si donc -r-^ = ^ ^ n'est pas nul, cette équation 
montre que l'ordre de c^ — c© est au moins égal à l'ordre de 
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la plus grande des quantités j:, — ^o».Vi — J'«, et, par suite, 

à Tordre de \/{Xi — Xq)- -f (Vi — ro)'» Donc F(x,,j«,Co) 
est d'ordre 2 au moins par rapport à cette dernière quantité. 

Cette démonstration serait en défaut si -z-r était nul. Il, 

àcl 

serait aisé de montrer que, dans ce cas, Xq, j>'o est un point 

de rebroussement sur la courbe enveloppe. 

235. Soit maintenant F(cr,^, 5,c)= o une famille de 
surfaces contenant un paramètre c. Si Ton donne à c une 
suite de valeurs infiniment voisines, deux surfaces consécu- 
tives se couperont suivant une courbe. A la limite, ces 
courbes dessineront une surface, enveloppe des surfaces pro- 
posées. Proposons-nous de déterminer son équation. 

Soit 

(2) F{x,X,Z,c):=2-0 

Tune des enveloppées 

dF d^F de* 

(3) F{x,y,z,c-\-dc)-=zF{x,y,ZyC)-h-^-dc-h -^^ — -+-... 

la suivante. La courbe d'intersection sera définie par les deux 
équations (2) et (3), lesquelles équivalent aux suivantes : 

dF ()«F de 
OC oe^ 1 . 2 

A la limite, de --= o, et les équations se réduisent à 

Fz=: o, — - = O. 
OC 

La courbe définie par ces équations se nomme la caracté- 
ristique. L'enveloppe cherchée, lieu de ces caractéristiques, 
s^obtiendra en éliminant c entre les deux équations. 
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Trois enveloppées consécutives 

F(-r,J, -,c) — o, 

*^ ^ (>C ÔC' 1.-2 

ont un point d'intersection défini par les trois équations (4). 
Ces équations peuvent s'écrire ainsi : 

' de ctc di c {(Il c — cic ) 2 ( c* de d^c{d^e — de) 

et donneront à la limite, en remarquant que R et R| sont du 
troisième ordre, 

b — O, -^ = O, -r-7 — O. 

Oe de- 

Eliminant c entre ces trois équations, on aura l'équation 
de la ligne lieu des points d'intersection. Cette ligne se 
nomme V arête de rehroussement. Elle rencontre évidem- 
ment les caractéristiques. 

256. Théouèmf. — IJ cin^cloppée est tangente à l'enve- 
loppe tout le long de la caractéristique. 

En eflet, l'enveloppe a pour équations 

V{.v,y,z.c)~-o, '^- —o. 

Soit (jTo? J'oî ^07 ^o) un de ses j)oints, on aura 

17 ^^'^0 

OCq 

L'enveloppée correspondante aura pour équation 

Soit (-Ci,j'ij 5i, Cl) un point de l'enveloppe infiniment voi- 
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sin de (x«,^», z«, c»); on aura 

*'' = *'• ■5^=*'' 

et il faut prouver que F(x,, Xi, Zi^Co) est du second ordre 

par rapport à \/\x^ — Xq)- -r- U'i — Jo j'-i- i^i — ^o)"- 
Or on a 



1 ^I 

2 (>cj 



— (Ci Cq) -h. . . . 



Cette expression est du second ordre en C| — c©. 
D'autre part posons, pour plus de clarté, 

^P et/ ^ 

de ~*('^'/''^'^)*» 



on aura 



" *[j:?o-H(j:-i — .ro), . . . , Co4- (Cj — Co)] 

r^ 4>^ + ^-- (.rj— JTo) H- ... -H -^- (Cl - Cu) -h R. 

Or 4^0 est nul et R du second ordre en Xi — Xq^ • • « ^c, — c©. 

dette équation montre que, si — ^ ^= "^vr "^ ^st pas nul. 

Ci — Co sera au moins de Tordre de la plus grande des quan- 
tités Xi — Xo^ Vi — y^t Zx — >3o, et, par suite, au moins de 

Tordre de y/(a:| — Xo^--i- Donc F(j:i, Ki, ^i, Co) sera au 

moins d'ordre 2 par rapport à ceitc dernière quantité. 

Cette démonstration serait en défaut si Ton avait -r- ,- = o, 

de; 

auquel cas le point x^^y^^ Zq appartiendrait à Tarête de re- 
broussement. Il serait d'ailleurs aisé de voir que celte arête 
est une ligne singulière sur Tenveloppe. 
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257. Théorème. — V arête de rebroussemen ta en chaque 
point un contact du second ordre avec l'enveloppée cor- 
respondante y et touche la caractéristique. 

Cette arétc est définie par les équations 

h — o, — - o, - — = o. 
uc oc^ 

Soit (jTok^'oî wq, Co)iin de ses points, on aura 

L'enveloppe correspondante sera donnée par Téquation 

la caractéristique par les équations 

17/ V dF{.r, ryZ,Co) 
1(j:, V, -,Co)=o, j^ —0. 

Soit (j:-|, )'|, 5|, Cl) unpointde Tarétede rebrousseinenl in- 
finiment voisin du précédent, on aura 

V àF, â^F, 

r 1 = o, -r— = o, ~^— — o. 

Le théorème sera évidemment démontré si nous prouvons que 
F(xi,^'i, >3|, Cq) est du troisième ordre, et ^-^' " ^" 



du second, par rapport à y'\x, — Xq)- t- U'i — J'o)^ -H (,-1 — ^o)*- 
Or la quantité 

^(J^i, ,Ki, 5,, Co) = F[jri, j,, s,, Cl — (c, — Co)] 



- F, - 



^F, , ,1 d'F, 



= R 

est du troisième ordre en C| — Cq. 

En second lieu, posons, pour plus de clarté, 
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On aura 

^ .^ — ^ ^'^i» J^ij -*i> ^0^ 

quantité du second ordre en C| — c©, car on a 

_ .)F, 6V, _ d'F, 

H , 31: — — r= O, -;— = - .— p =z O. 

Il reste à prouver que C| — c^ est au moins de l'ordre de la 
plus grande des quantités X\ — Xo? Xs — .)'o> ^i — ^oi ^t? par 

suite de Tordre du radical v'I-^i — ^o)* -r • • • . Pour Télablir, 
posons 

On aura 

— *o -^ ^ (•>Pi — J^o ) H- . . . -H ^ (Cl — ro) H- H. 

Or <ï>o =^ -T-7^ est nul et R du second ordre en j;-, — jr», . . . , 
Cx — To- Cette équation montre que C| — Co est au moins de 

l ordre de X| — Xo, J'i — J^'o? -i — ^^o? pourvu que -r-;- r= -— ^? 

soit ^o. 

Si cette quantité était nulle, la démonstration serait en 
défaut. Mais, dans ce cas, x^^ y^^ z^ serait un point singulier 
sur Taréte de rebroussemênt. 

2o8. Soit enfin Yi^x^j^z^a^b^ une famille de surfaces 
contenant deux paramètres a et 6. Si Ton change a et 6 en 
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a -h da et b -i- db, on obtiendra une surface 

â¥ dF 

F(x, V, ZyO-h da, b -{- db) =^ F -\- -^ da -\- -rj db -r- 

^ '^ ôa Ob 

Si da et db sont infiniment petits, et quel que soit d'ail- 
leurs leur rapport, la surface passera par le point défini par 

les équations 

d¥ dV 

Éliminant a cl b entre ces équations, on obtiendra l'équa- 
tion de renveloppe. On vérifiera sans peine qu'elle est tan- 
gente à Tenveloppée. 

IV. — Courbes planes. 

259. Considérons une courbe plane, définie par deux 
équations 

Soit P un point ordinaire pris sur cette courbe, :f, j>', / ses 
coordonnées. 

Tangente et normale, — L'équation générale d'une 
droite 

(i) Y — aX — ai^o 

contient deux paramètres dont on pourra disposer pour faire 
passer la droite par le point P et établir entre elle et la courbe 
un contact du premier ordre. 

Il faudra pour cela satisfaire aux deux équations 

(2) o::zzT(/)— cp, (/) — a^^{t) — rk -zy — ax — a, 

(3) o-^^'\t)-^y-ax\ 

Des équations (i) et (2) on déduit 

(X-x)-a(Y-j) = o. 
Éliminant ensuite a entre cette équation et l'équation (3), 
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on aura Téquation de la droite osculatrice 

X — r _ Y — r 

jo' - y' ' 

Cette droite se nomme la tanfj^ente au point P. 
La perpendiculaire à la la:igente, ou normale , aura pour 
équation 

(X-aT)a:' + (Y-r)/r^o. 

260. Pour appliquer ces formules (ou toute autre formule 
dans laquelle figureraient x^ x\ ûc!\ . . . , j>', r'^r", . . .) au cas 
où la courbe serait donnée par une seule équation 

F(x,r)=io, 

on n'aurait qu'à poser x^^ ?(0? ? étant une fonction quel- 
conque et t une variable auxiliaire. On aurait alors 

x'^o\t), X''z=z^\t), .... 

Quant à j', ce sera une fonction implicite de /, définie par 
Téquation 

dont on pourra obtenir les dérivées par la règle connue. 

Le plus simple est évidemment de poser x=^t, d'où 

a:'i^ I, jc"i=. . .zz; o; v', r", . . • ne seront autre chose que 

dr d' y 
les dérivées -:-'> -^» ••• et seront fournies parles équations 

/ dV d¥ dy _ 
dx dy dx ' 

(4) \ d^T d^¥ dy d'F dy^ dF d^r 



ôx* dx à y dx ây dx* dy dx 



On aura donc la règle suivante pour transformer les for- 
mules : 

Remplacer xf par Vunitéy x^'^ x^" ^ . . . par zéro, y*. 
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fiy d^ y 
y^ . . . par les valeurs de ~-j -y^> ••• tirées des équa- 
tions (4)- 

Opérant cette substitution, Téquation de la tangente de- 
viendra 

_^(X-.r)+.^^-0-K)=:o, 
et Téquation de la normale sera 

ôx <) y 

261. Différentielle de Varc, — On nomme longueur 
d^un arc de courbe AH (^/ig* 7) la limite vers laquelle tend 
le périmètre d'un polygone inscrit dans cet arc lorsqu'on 
multiplie indéfiniment le nombre de ses côtés. 

Fig. 7. 

c. _,-* — ' ^ -*-^ r 



• ri 

Pour justifier cette définition, il faut montrer que cette 
limite est indépendante de la manière dont sont placés les 
sommets du polygone sur Tare de courbe considéré. 

Soient ABCDEFGH, A.bcde/gH deux polygones inscrits 
dont chaque côté soit infiniment petit. Inscrivons un troi- 
sième polygone passant par tous les sommets successifs 
\BbCcDde . . . . 

Soient P, P', Tz les périmètres de ces trois polygones; nous 

allons démontrer que — ne diffère de l'unité que d'une quan- 

P' 

tité infiniment petite; il en sera de même de — > et par suite 

p 

de p7) quotient de ces deux rapports. Donc P et P' auront 
même limite. 
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Or, Tz étant égal à la somme des côtés Ai, ùc, de, . . ., 
considérons l'un quelconque de ces côtés, tel que de. Soient 
D, E les deux sommets du polygone P, entre lesquels il est 
compris. L'angle des droites de et DE sera infiniment petit. 
En efTet, DE fait un angle infiniment petit avec la tangente en 
D; detdii de même un angle infiniment petit avec la tangente 
en d; enfin l'angle de ces deux tangentes, menées en deux 
points infiniment voisins, sera lui-même infiniment petit, si 

Ton admet que '-^j coefficient angulaire de la tangente, soit 

une fonction continue de la variable indépendante. 

11 en résulte que da ne diffère de sa projection sur DE que 
d'une quantité infiniment petite par rapport èi de; de même, 
pour chacun des côtés du polygone t:, comparé à sa projec- 
tion sur le côté correspondant de P. On pourra donc, en ne 
commettant qu'une erreur relative infiniment petite, substi- 
tuer à chaque côté de t: sa projection sur le côté correspon- 
dant du premier polygone. La somme de ces projections n'est 
autre que P. Donc on a bien , 

V 

— ir; I -4- £, 

■ 

e étant infiniment petit. 

262. Nous avons admis que la direction de la tangente 
variait d'une façon continue avec x dans toute l'étendue de 
l'arc AH. S'il y avait sur cet arc quelques points Bi, Ci, ... 

Fiff. 8. 



- 11 



i/'o' ^)' ^^ celte direction variAt brusquement, on appelle- 
rait longueur de l'arc AH la somme des longueurs des 
arcs AB, BC, CH, dont chicune a, d'après ce qui précède, 
une valeur déterminée. 

J. — Cours ^ 1. i6 



q43 
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Soient aro9 ^o> ^o les coordonnées du point A (Jig. 9), sup- 
posé fixe; x^ jK, z celles du point H supposé variable. 



Fie. 9- 




L'arc AH, défini d'après ce qui précède, est une fonction 
de la variable t, au moyen de laquelle x ely sont exprimés. 
On la désigne généralement par s. Il est aisé de trouver sa 
différentielle. 

Soit en effet K un point infiniment voisin de N et corres- 
pondant à la valeur t-\-dt de la variable indépendante t. 
L'accroissement tis de Tare sera la limite d'un petit polygone 
inscrit à HK, polygone dont les côtés font un angle infini- 
ment petit avec la corde HR. On aura donc 



A* = corde HK -h £ — : \J\x^ -f- \y^ -f- e, 

£ étant d'ordre supérieur au premier. 

On aura donc, en se bornant aux termes du premier ordre, 
pour la valeur principale de As, 



ds ziLi sjdx'^ -h ^//* ■■- \Jx' -h j'* dt. 

263. Cercle oscillateur, — L'équation d'un cercle 

(X-a)«4-(Y~?)«-R«=:o 

contenant trois paramètres a, p, R, on pourra les déterminer 
de manière à établir un contact du second ordre au point P, 
entre le cercle et la courbe. 
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Ce contact sera exprimé par les équations 
(3) O^ V(0---:(^~a)» -+-(7-P)*--RS 

(6) O r:tlïr'(0-:-(^--a)^'-hCv -P)/, 

De ces deux dernières équations on tire 

\ / j./^^,«' — y jji 



(9) 7-P 



.2:'(.r'«-+- v'«) 



x' y" — y x* 



j 



et, en substituant dans Téquation (5), 

Le rayon R du cercle osculateur et les coordonnées a, ^ 
de son centre se trouvent ainsi déterminés. 

264. Le Heu des centres des cercles osculateurs se nomme 
la développée de la courbe primitive C. Pour Tob tenir, il 
faudrait substituer dans les équations (6) et (7) les valeurs de 
jr, ^, x',y^ od'^y QTi fonction de ty et éliminer t entre les 
deux équations. 

On remarquera que Téquation (6), en y regardant a, J> 
comme des coordonnées courantes, n'est autre que Téquatiou 
de la normale à C. L'équation (7) est sa dérivée par rapport 
au paramètre t, La déi^eloppée est donc l'enveloppe des 
normales, 

263. Courbure, — On nomme courbure moyenne d'un 
arc le rapport de Pangle ç formé par les tangentes extrêmes 
à la longueur Air de cet arc; courbure en un point {x^y) la 
limite vers laquelle tend la courbure moyenne d'un arc infi- 
niment petit commençant en ce point. 



f f 
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Soient '— le coefficient angulaire do la tangente en x^ 1*, 

'—f- — '— celui d'une tangente au point (x --.- Ax, y -,- Ar), 
o l'angle de ces deux tangentes. On aura 

r'-4-Av' y' 

• • 

.r' 4- A./' .V' .r'\y'~- v'A.r' 

tang?p=:- — 






Or, on a sensiblement 






Av'-- r"^/^, Aj:'--.rV//, 

(x'-+- Ax')x'-(- ( v'-t- A)').»' -- .r'»-r v", 
d'où 



r >' — V X 



aux infiniment petits près du second ordre. 
On a d'ailleurs, avec la môme approximation, 



« pr In 

La courbure c --- lim — sera donc ccrale à — ^ — - • Elle 

Aç 

est, comme on le voit, égale à -jr> R étant le ravon du cercle 

osculateur. 

Ce cercle a la même courbure que le courbe proposée. En 
elî'et, A5 désignant un arc de ce cercle et ç l'angle des tan- 
gentes à ses extrémités, ou, ce qui revient au même, l'angle 
des deux ravons menés à ses extrémités, on aura évidemment 

\s — Rc5, et la courbure — sera éffale à vr* 
' ' A5 ^ U 

On donne souvent à ce cercle le nom de cercle de cour- 
hure ; son centre et son rayon seront dits le centre et le rayon 
de courbure. 
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266. L'expression trouvée ci-dessus pour cp est positive ou 
négative, suivant le signe de la quantité 



.V' y" - V' Jc" :::. JC'U ^/ 



v' 



JC 



Si cette quantité est de même signe que x', la quantité 

p coefficient angulaire de la tangente, croîtra ou décroîtra 

en même temps que x. La courbe tournera donc sa convexité 
vers les j' négatifs. 

Ce serait Tinverse si x'y — yx" était de signe opposé à x, 

267. Les points où x'y — yx"^r-.ose nomment points 
d^ inflexion, La courbure y étant nulle, le cercle de cour- 
bure aura son rayon infini, et se confondra avec la tangente. 

La tangente T en un point dUnflexion se confondra 
avec la tangente T' en un point infiniment voisin aux 
infiniment petits près d^ ordre supérieur au premier. Car, 
en bornant l'approximation au premier ordre, l'angle ç de ces 
deux droites est nul; en outre, le point de contact de T' est 
sur la tangente T. 

268. Les formules précédentes se simplifient si x est pris 
pour variable indépendante, auquel cas il faudra poser x' = i , 
j;"---o. 

Il viendra dans ce cas, pour l'équation de la tangente, 

V-7^-./(X-x); 
pour la différentielle de l'arc, 



ds^'i H- y^dx] 
pour la courbure, 

c— — 



yf 



y 



et, pour l'équation des points d'inflexion, 

j'=0. 
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369. On représente parfois une courbe par une équation 

entre Tare complé à partir d'un point quelconque et la cour- 
bure à Textrémité de cet arc. Ces deux quantités, dépendant 
d'une même variable /, sont en efTet fonctions Tune de Tautre. 

Celte représentation a l'avantage de n^ntroduire aucun 
élément étranger à la courbe, comme le sont> dans le système 
cartésien, les axes coordonnés. Il en résulte que deux courbes 
égales, mais diifércmment situées dans le plan, auront la 
même équation. 

Pour passer de Téquation d'une courbe ainsi définie à son 
équation en coordonnées cartésiennes, on prendra la dérivée 
de cette équation. Il viendra 

ou 

De cette équation entre les dérivées dej>' il restera à dé- 
duire cette fonction. 

Ce problème est du ressort du Calcul intégral, et nous ne 
pouvons que le poser en ce moment. 

270. Proposons-nous d'appliquer les formules qui précè- 
dent à quelques courbes simples. 



Parabole, — On aura 



y^ ^- 2)0 Jr, 



d'où, en prenant x pour variable indépendante, 
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Équation de la tangente : 

Différentielle de Tare : 

ds=^i/i-^^djc^=i/ i-h — dx. 

y r' V 2^ 



Rayon de courbure : 






P' />* 



>" 



Développée : Les formules (8) et (9) donnent 

a:,= ^_ .Lli±2!!} ^^_^ (^l±z!ir 

P 

r ^ yf ^ — pi pt 



On en déduit 






Mais Téquation ^^ ^^_ %px donne 

^'<- 8/?»^». 

Substituant dans cette équation les valeurs de x et^', il 
vient 

271. Ellipse» — On a 

x^ y' 
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équation qui équivaut auv deux, suivantes : 

X — acos^, ^=::^sin/. 

On déduit de ceiies-ci 

jc' - — asin^, y' -6cos/, 
ju'' .. -acost, v' -/>sin^ 
puis 

jc' y" — v'.^" ^= «?/>. 
On aura donc, pour Téquation de la tangente, 

\ — a rosi Y — ^ sin^^ 

— a binC hvo^t ' 

pour la diiïerentielle de Tare, 



pour le rajon de courbure, 

1 

R — • 

ab 

et, pour les coordonnées du centre de courbure, 

ftcos/((Tt*siii*/-|- />- oos'/) a^ — h- 

% ■: : a ces / —-, := COS' t 

ah a 

(en remplaçant sin*/ par i — cos'-/), 

-^ , . ^ sin^ (^* sin'^ -f- A' ros'O a- — h* . , 

3--.. fc^sin^ , -— sin'/ 

ao b 

(en remplaçant cos^/ par i — sin^^). 
On en déduit 

(«2— 6^)3 ces r~(rta)% 
— {a—b^Y sin/ ~(^p)\ 
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Kle.ant au carré et ajoutant, on aura l'équation de la dé- 
veloppée 

î 1 1 



272. Cvcloïf/e. — On donne ce nom à la courbe engen- 
drée par un point d'un cercle qui roule sans glisser sur une 
droite fixe. 

Pour obtenir les équations de cette courbe, prenons pour 
axe des j' la perpendiculaire menée par le point décrivant au 
moment où il se trouve sur Taxe des j:. 

Considérons une seconde position du cercle générateur. 
Soit 0\(/iff. 10) la quantité dont le point de contact s'est 



Fi(T. 10. 



i/I 



/ 



/ 



I "x 



— D 



\ 



\ 



/ 



(t 



X 



déplacé sur la droite OX. D'après la définition du roulement, 
il devra s'être déplacé de la même quantité sur le cercle. Le 
point qui décrit la cvcloïde se trouvera donc dans une posi- 
tion B, telle que Ton ait AB = AO. 

Cela posé, soient aie ravon du cercle, t l'angle ACB, que 
nous considérons comme variable indépendante. On aura 

AO — AB = aty 
jc - OA — BD _— at ~ ' a sin /, 
y — AC — CD -- a —a ces /. 
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On déduit de ces équations 

x^ ~ a(i — cos^, j' =:âf sin^ 
j7'z=asîn/, v'':=acos/, 

X'^ -+- V'* -^ 2 «* ( 1 — COS /) , 

J?V— r'j?''— --a*(i — cos^). 

La tangente aura donc pour équation 

\—œ _ Y — r 
a(i — ces/) asin< 

cl la diflerentielle de Parc sera 



«y/a — 2cos^£f^ 
La normale aura pour équation 

(X — :r)(i — cosO -+- (Y — r) sin^ = o. 

Le point où elle coupe Fa&e des x s^obtiendra en faisanl 
Y ^= o dans cette équation. On trouvera 

V sin t 
X =: jr H -.=: ait — sinO + cl sin/ = ai, 

I — COS t 

La normale passe donc par le point A, où le cercle géné- 
rateur touche Taxe des x, 

La distance N de ce point au point B, qu^on nomme la lon- 
gueur de la normalcy sera donnée par Texpression 



N = \\ \ — xY-v- y^ — v^fl* sin* / -h a* (i — cos /)- 1= a y/2 — 2 cos t. 
Le rayon de courbure sera égal à 



\ia}i\ — cosOV 



—_ '- 1- m — 2 a i/2 — 

a-^i — cos/) ^ 



2 cos/. 



Il est donc double de la normale en grandeur absolue. 
Les coordonnées du centre de courbure seront 

a = a(/ — sin/) -h 2asin/=i=a(/ 4- sin/), 

Przz a{i — cos/) — 2a(i — cos/) = — a(i — cos/). 
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Posons, dans ces équations, ^ = ic + li ; elles deviendront 

a r= ait -h a (^1 — sin^j), 
P=:- — 2a-l-a(i — cos^i), 

et Ton voit qu'elles représentent une c^cloïde égale à la pro- 
posée, mais déplacée de aie dans le sens des â? et de — ^a 
dans le sens des j'. 

y. <- Géométrie infinitésimale. 

273. Soient A, Ar, . . . des infiniment petits connus, a, ^ 
des quantités qui leur soient liées par des équations 

/(a, p, A, Ar,...)-~o, 

cp(a, P,. . ., /j, A*, . . .) -:-^ o. 

Supposons qu'on veuille déterminer a, p,... aux infini- 
ment petits près d'ordrç n ; il est clair qu'on pourra sup- 
primer a priori dans les expressions de h, k, . . . à porter 
dans les équations /= o, ç = o, tous les termes dont la pré- 
sence n'altérerait a, p, . . • que d'un infiniment petit d'ordre 
^ n. On verra aisément dans chaque cas, avec un peu d'at- 
tention^ ce qui est négligeable et ce qui ne l'est pas. 

Dans les applications géométriques du Calcul différentiel, 
les infiniment petits a, p,'. . ., A, Ar, . . . qu'il s'agit de cal- 
culer en fonction les uns des autres sont rattachés ensemble 
par une figure de laquelle on déduit les équations 

/=:0, cp = 

qui les lient. 

Au lieu d'établir les équations exactes et d'y négliger 
ensuite certaines quantités, il est généralement plus simple 
de considérer^ au lieu de la figure rigoureuse, la figure ap- 
prochée qui s'en déduirait en négligeant ces quantités; de 
cette nouvelle figure on tirera les équations approchées. 

Pour que ce procédé soit légitime» il faut évidemment 
qu'on soit en mesure d'établir que les quantités négligées 
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n'altéreraient le résultat à obtenir que cfune quantité négli- 
geable eu égard à Tapproximalion que ion demande. La 
nécessité de cette discussion diminue notablement les avan- 
tages que présente souvent la méthode géométrique au point 
de vue de la simplicité et de Tévidence. 

Les exemples suivants éclairciront ces considérations géné- 
rales. 

274. Problème L — Soit f^.f{H) V équation d'une 
courbe en coordonnées polaires. On demande l'angle V de 
la tangente avec le rayon vecteur et la différentielle de 
Varc. 

Soient P, Q {Jig. n) deux points de la courbe infini- 
ment voisins, ajant pour coordonnées îp, 9 et ç -f- Acp, -j- AO. 

Fig. 1 1 . 



i^ 



/'M 



o 



Du point O comme centre avec OP pour rayon, traçons un 
arc de cercle PR. Menons les droites PQ, PR. 

L'angle V différera infiniment peu de l'angle QPS, qui 
lui-même ne diffère de RQP que de l'angle infiniment petit AO ; 
de même l'arc PQ ne différera de sa corde PQ que d'une 
quantité infiniment petite par rapport à PQ. 

Les quantités à calculer seront donc l'angle RQP et la 
corde PQ. 

Cela posé, RP, corde infiniment petite du cercle PR, sera 
sensiblement perpendiculaire à OR. Sa longueur sera sensi- 
blement égale à l'arc RP, qui est égal à p AO. D'ailleurs, 
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RQ=^ Ap. Donc le triangle PQR est sensiblement un triangle 
rectangle ayant pour côtés de l'angle droit p Aô et Ap, et Ton 
aura, par la formule des triangles rectangles, 



p A6 



tangRQP - ^—-y Vq — v^Ap« -4- p* AO^ 



et à la limite 



ci^ 



tan g ^' i:^ p — > <is -— \'f^?^ + P" ^0*- 



Mais il faut s'assurer que les modifîcations faites au triangle 
PQR n'ont pas altéré la valeur principale des quantités cher- 
chées RQP et PQ. 

On peul, à ce sujet, remarquer d'une manière générale que 
les angles A, B, G d'un triangle quelconque ABC et les rap- 
ports ai^ -> ^ ^:i^ - de ses côtés sont liés par les trois rela- 
tions connues 

a ~ b CCS C - ; - c ces B , 

b —c ces A -4- a cosG, 
c ■— a cosB -+- b ces A, 

d'où 

a -" 3 cosC -H cosB, 

p - ces A -h a cosG, 

I — a cosB -1- 3 ces A. 

Si l'on donne des accroissements infiniment petits à deux 
des quantités qui figurent dans ces formules, les trois autres 
prendront des accroissements correspondants infiniment pe- 
tits et dont les valeurs principales s'obtiendront en difTéren- 
tiant les équations précédentes. 

Dans le cas actuel, on a modifié infiniment peu l'angle en 

HP , PO 

R et le rapport vr-r» L'angle en Q et le rapport r-^ auront 

infiniment peu changé. Donc, l'angle Q et le côté PQ n'ont 
été altérés que d'une fraction infiniment petite de leur valeur, 
ce qu'il fallait démontrer. 
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275. Problème II. — Trouver la longueur de l'arc de 
la développée d'une courbe C. 

Soient 

MT, M'T' (Jîg' 12) deux normales à C inCniment voisines; 

^ leur angle ; 

T et T' les points où elles touchent la développée. 

YÏQ. 13. 



K 



\ 



H' 

\ 

\ 







En négligeant les Infiniment petits du second ordre (MM' 
étant considéré comme du premier ordre), on pourra ad- 
mettre : 

1° Que M est sur la tangente au point M', laquelle est per- 
pendiculaire à M'T'; 

Fig. i3. 
M' 



\ 



\ 



^1 



^T 



•T' 



a® Que T est sur la tangente M'T' à la développée; 
3« Que Tare TT' se confond avec la droite TT'. 
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Le quadrilatère curviligne MM'TT' ainsi simplifié pren- 
dra la forme ci-jointe {^fig* i3), laquelle donnera 

M'T'::=:MTcOSO-i-TT'. 

D'ailleurs, l'angle f étant infiniment petit; on a sensible- 
ment cos5p = I, d'où 

M'T-rzMT-f-TT'. 

276. Les considérations qui précèdent ne fournissent 
qu'un aperçu ; mais il est aisé de rendre la démonstration ri- 
goureuse. 

A cet effet, nous remarquerons tout d'abord que, MM' étant 

supposé du premier ordre, cp et TT' en seront également, car 

on a sensiblement 

çiurcMM -=A:TT', 

c et k désignant les courbures de la courbe donnée et de sa 
développée. 

Cela posé, projetons le quadrilatère curviligne MM'T'T sur 
M'T'. On aura 

WT rrz proj. MM' -t- proj. MT -+- proj. TT'. 

Or proj. MM' :^ corde MM' cosJ^, i^ étant l'angle de ladite 
corde avec M'T'. La corde MM' étant du premier ordre et '^ 
infiniment voisin d'un droit, proj. MM' sera d'un ordre supé- 
rieur au premier et pourra être négligé. 

D'autre part, proj.MT = MTcoscp, et, y étant infiniment 

petit du premier ordre, coscp = i -^ -h» • • pourra être 

remplacé par l'unité. Donc proj.MT= MT. 

Enfin, on aura proj.TT'^= corde TT'cosy, y^ étant l'angle 

formé par la corde TT' avec M'T'. Cet angle étant infiniment 

petit et la corde TT' différant infiniment peu de l'arc, on 

aura sensiblement 

proj.TT'^TT'. 

On aura donc bien 
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277. Celle équation n'a clé démontrée que pour uii arc 
MM' infiniment petit, et en né^^ligeant les infiniment petits 
d'ordre >' i. Mais il est aisé d'en conclure que l'égalité esl 
rigoureuse, et qu'elle est vraie pour un arc quelconque MN 
pi-is sur la courbe C 

Soient, en çHTet, MT, NU (//^. i4) les normales aux points 

Fiç. i4 



X 



J 



i 
\ 






M et N ; T, U les points où elles touchent la dévelo|)pée. Par- 
tageons Tare MN en portions infiniment petites MM', M' M", 

M"M"', Menons les normales aux points M', M", M", 

Soient T', T'', T'', ... les points où elles touchent la déve- 
loppée. Ou aura, d'ajirès ce qui a été démontré, 

iM T : MT f^TT' -4-£,, 



M T _- MT TT" 



r- =.*, 



c,, $2? • • • étant d'ordrr >• i. Ajoutant toules ces égalités, il 

viendra 

NU = MT 4- TL 4- £, + 2, +. . . . 

Soient £ la plus grande en valeur absolue des quanlilés s,, 
Ej, • . .; n leur nombre. On aura £| -j- Sj +...<; /i£ en valeur 
absolue. Mais s est d'ordre supérieur au premier et n est in- 
fini, mais du premier ordre seulement. Donc, nt est infini- 
ment petit. Donc la diffcrence entre les quantités finies NU 
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et MT + TU est moindre que toute quantité donnée. Donc 
elle est nulle. 

278. On doit pourtant remarquer que, en faisant la figure 
qui nous a fourni l'égalité 

M'Tzr-MT-^-Tr, 

nous aurons implicitement supposé que M'T' était > MT. Si 
M'T' avait été <C MT, on aurait eu 



et, par suite, 



N'r=^MT — TT' 



NU~iMT — TU. 



Soit donc MN un arc de la courbe G choisi de telle sorte 

que la longueur de la normale comprise entre la courbe et 

la développée varie constamment dans le même sens; on 

aura 

NUr^MT-i-TU 

si cette longueur augmente, 

NU ::zi M T — TU 

si elle diminue. 

Si l'on avait un arc MPN {Jig- i5) tel que la longueur de 




la normale augmentât de M en P pour décroître ensuite de 

P en N, on aurait, en appliquant successivement le théorème 

J. — Cours, I. 



17 
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aux deux parties de l'arc, 

PS -. MT -I- TS, 

PS ^ NU + SU, 

d'où 

2 PS - MT 4- \U -h TSU. 

279. Problème III. — Construire la tangente à la 
courbe K lieu des sommets d^un angle ^ de grandeur con- 
stante , dont les côtés restent tangents à deux courbes 
données. 

Considérons deux positions infîniment voisines ABC, 
A, B| C, i^g' i6) de cet angle. L'angle des deux droites AB, 

Fig. iG. 

B 

•c, 



A|B| est égal à celui des deux droites CB, CiBi. Cet angle 
étant considéré comme du premier ordre, les arcs AA|, CC| 
seront du premier; quant à BBi, il ne peut être d'un ordre 
supérieur au premier, car la droite A| Bi n'étant en A| qu'à 
une distance infiniment petite du second ordre de la droite 
AB, et faisant avec elle un angle infiniment petit du premier 
ordre, en sera éloignée en B, d'une quantité du premier ordre. 
Au contraire, la distance de A à la tangente A| B| et celle 
de C àla tangente B| Ci seront du second ordre. Si donc, par 
les points A et C, on menait des parallèles respectivement à 
A,B| et àB,Ci, leur point d'intersection ^ serait, à une dis- 
tance de B, infiniment petite du second ordre, et par suite 
infiniment petite relativement àBB|, qui est du premier. La 
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droite BB, différera donc infiniment peu comme direction de 
la droite B^. Cette dernière est une corde infiniment petite 
du cercle, lieu des points d'où Ton voit AC sous l'angle ç, et, 
à la limite, devient la tangente à ce cercle. Mais, à la limite, 
Bjî devient la tangente à K. Donc ces deux tang^tcs coïn- 
cident. 

280. Théorème. — Soient E, E' {Jig- l'j) deux ellipses 
homofocales. Par chaque point P de E' menons deux tan- 
gentes PA, PB à E. La somme des tangentes PA, PB, di- 
minuée de Varc AB, sera constante. 




Nous nous appuierons sur cette propriété facile à démon- 
trer, que les deux tangentes PA et PB l'ont un angle égal avec 
la tangente en P à la courbe E'. Soit îp cet angle. 

Cela posé, soient P' un point infiniment voisin de P, situé 
surE'; P'A', P'B' les deux tangentes correspondantes. La 
figure BB'P'P, projetée sur BP, donnera 

BP - proj. BB -I- proj. B'P — proj. PP'. 

Or, en négligeant le second ordre, BB' peut être considéré 
comme une ligne droite et B' comme étant sur BP. Donc 

proj.BB'^-BB'. 

De même, B'P' faisant un angle a infiniment petit avec BP, sa 
projection B'P'cosa se réduira à B'P', au second ordre près. 
Enfin, PP' étant du premier ordre et formant avec BP un 
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angle infiniment voisin de cp, on aura, au second ordre près, 
pour sa projection, PP' cosç : d'où 

BP =: BB'-h B'P'— PP' COSq). 

En projetant la figure AA'P'P sur AP, on trouvera de 

même 

AP ~ — A A' -4- A' P' -f PP' cos ç, 

et en ajoutant 

BP4-AP — BB'— AA' ^^B'P+A'P' 

= AB — A'B' r^ B'F^ A'P', 
ou enfin 

BP 4- AP — AB = B'P'+ A'P'— A'B'. 

Celte équation n'est démontrée qu'au second ordre près. 
Mais on verra, comme dans un exemple précédent, qu'elle 
est rigoureuse et reste vraie pour un arc PP' de grandeur 
finie. 



VI. — Courbes gauches et surfaces développables. 
281. Soient 

les équations d'une courbe gauche ; x, r, z^ t les coordon- 
nées d'un point P pris sur cette courbe. 

Tangente et plan normal. — Les équations d'une droite 
(i) Y — aX — anzo, Z — «jX — i^-^-o 

contiennent quatre paramètres dont on pourra disposer pour 
établir un contact du premier ordre au point P entre la droite 
et la courbe. 

Il faudra pour cela satisfaire aux équations 

ty — (xœ — a =zr o, z — a^x — «1=^0, 
y' — ax' =0, 5' — «1 x' =: o. 
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Des équations (i) et (q) on déduit 

Y — y — a(X — ^)=zo, Z — z — ai(X — ^)i=o, 

et, en éliminant a^ ^i, on aura les équations de la droite 
osculatrice ou tangente 



X 



Y— r Z— 5 



X' 



y 



.1 



z' 



Le plan perpendiculaire à la tangente, ou plan normal, 
aura pour équation 

Si la courbe était donnée par deux équations 

F(^,7, -) = o, *(a?,/, z) =z o, 

il faudrait, pour appliquer ces formules, y remplacer x^ par 
l'unité, y et 5' par leurs valeurs déduites des équations 

dF ÔF . dF 



dx ~^ dy 
dx dy 



y 



y 



âz 

a* 
Jz 



^' = 0, 



z' ^=:0. 



Par cette substitution, les équations de la tangente devien- 
dront 

X— :r Y— y __ Z — z 

ôFô^^ôFd^'^dFâ^ _dF d^~ ôFô^ _^dFd^' 
dy âz dz dy dy dx dx dz dx dz dz dx 

et celle du plan normal prendra la forme 

X — x Y— 7 Z — z 

diF dF ^ 

dx dy dz =0. 

d^ d^ d^ 

dx dy dz 

282. Différentielle de Varc, — Nous appellerons lon- 
gueur dun arc de courbe la limite d'un périmètre d'un po- 
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lygone inscrit. On démontrera , comme pour les courbes 
planes : 

i*^ Que cette limite ne dépend pas de la loi d'inscription 
des côtés; 

2*^ Que la longueur s de Tare compris entre le point fixe 
{xq,j'o, Zq, io) et un point variable (x^y^z^t) éprouvera, 
lorsqu'on passera du point (^i^, 5, /) à un point infiniment 
voisin (x -j- A;r, y -f- Ar, ;; -]- As, t H- dt)^ un accroissement 

A^ égal à y/Ajr--r- A^v^-:- A;î=*-f-e, s étant d'ordre supérieur 
au premier. 

Donc ds, valeur principale de A^, sera donné par la for- 
mule 

ds rrz )JdF*'-Wdy^ -: dz* : y^^-. y-i-lT^dt. 

283. Plan oscillateur. — L'équation 

(3) AX -f- BY -1- CZ -I- D r. o 

contient trois paramètres (les rapports des coefficients A, B, 
C, D) dont on peut disposer pour établir entre le point et la 
courbe un contact du second ordre. Cette condition sera 
exprimée par les équations 

\4) kx -hBv -' C^H-D -o, 

^5) A.r' r ^y ^ Cz' :o, 

(G) kx'-.-^y^r-Cz" :o. 

Des équations (3) et (4) on déduit d'abord 

i7) A(\-x)-;-B(Y--v)-;-C(Z-0-o. 

Eliminant ensuite A, B, C entre (5), (6), (7), il viendra 

X — ^ Y V 7u~z \ 

x' y' z' — o. 

œ y z' 

r^es coefiicicnls A, B, C auront donc, à un facteur commun 
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près, qu'on peut supposer égal à Tunilé, les valeurs sui- 
vantes : 

A =/;;"— 5y, B •= z'jc'— x'z\ C ~ xy — yx\ 

Ces coefficients satisfont identiquement aux équations (5) 
et (6), ainsi qu'à celle-ci : 

(8) X' X' -i- B' y -h C Z' z::^ o, 

laquelle s'obtient en prenant la dérivée de (5) et supprimant 
les termes qui se détruisent en vertu de (6). 

284. L'équation ci-dessus du plan osculateur contient le 
paramètre /, variable d'un point à l'autre de la courbe. Con- 
sidérons la surface enveloppe de ce plan, lorsqu'on fait varier 
ce paramètre. 

La caractéristique de cette surface sera donnée par l'équa- 
tion 

(9) A(X-^)-i-B(Y~j)-f-C(Z-x;)r^o, 

jointe à sa dérivée 

A'(X— x) -h B'(Y- j) -F- C'(Z — 5) — AV ^ By — C;;':^ o 

par rapport à t. 
' Cette dernière équation se réduit à 

(îO) A'(X — X) -4- B'( Y _ j) + C (Z — Z) :ir_ o, 

en vertu de l'équation (5). 

Cette caractéristique n'est autre chose que la tangente 

X — X Y — y Z — z 

'~x'~' ~~ "7'^ ~ ~~z~ 

au point(ic, V, z). En effet, si l'on donne à X — x, Y — y^'L — z 
des valeurs proportionnelles à x\ y, z\ les équations (9) 
et (10) seront identiquement satisfaites, leurs premiers 
membres contenant en facteur les quantités Ax' + By 4- C z\ 
etA'x'H-By+C^'. 

Le point où la caractéristique rencontre l'arête de rebrous- 
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sèment est défini par les équations (9) et (10), jointes à la 
dérivée de Téquation (10). Cette dérivée se réduit à 

(11) .V(X — x)-4-B''(Y — r)-hC''(Z — ^)=:o, 

en tenant compte de Tidentité (8). 

Les équations (9), (10), (1 1), combinées entre elles, don- 
neront évidemment 

X=rzjr, Yzizj, 7.-Z, 

Donc la sur/ace enveloppe des plans oscillateurs a pour 
caractéristiques les tangentes à la courbe proposée et pour 
arête de rebroussement cette courbe elle-même. 

Réciproquement : soit donné un système quelconque de 
plans P dont l'équation contienne un paramètre t. En faisant 
varier ce paramètre, on obtiendra une surface enveloppe dont 
les caractéristiques seront des lignes droites, tangentes à 
l'arête de rebroussement, et le plan P, ayant un contact du 
second ordre avec cette arête de rebroussement, lui sera 
osculateur. 

On donne le nom de surfaces développables aux surfaces 
engendrées par les tangentes à une courbe, ou enveloppes 
d'un plan variable dont l'équation ne contient qu'un para- 
mètre. Ces deux définitions sont en général équivalentes, 
comme on vient de le voir. 

Toutefois, la seconde a sur la première l'avantage d'em- 
brasser les surfaces coniques et cylindriques. 

On obtient les surfaces coniques en supposant que le plan 
variable soit assujetti à passer constamment par un point 
fixe, qui sera le sommet du cône. Ce point unique jouera le 
rôle dévolu en général à l'arête de rebroussement. 

On obtiendra les cylindres en supposant que le plan va- 
riable reste constamment parallèle à une droite fixe. Les 
génératrices caractéristiques, étant parallèles à cette droite, 
ne se couperont pas. La surface pourra être considérée comme 
la limite d'un cône dont le sommet s'éloigne à l'infini dans 
une direction déterminée. 
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285. Enveloppe des plans normaux, — Le plan normal 
au point {x^y, z) a pour équation 

-^ —x' {\ — x) ^ y Çî ^ y) -^ z' (Z — z) -.zzo. 

Cette équation contient le paramètre t. En le faisant varier, 
on obtiendra pour enveloppe une surface développable. 

La caractéristique de cette surface est une droite qu'on 
nomme Y axe du plan osculateur. Elle a pour équations 

X = o, 

^ = ^"(X - X) - fÇi - y) -r- z'(l - s) - a:'^ - v'» - -'= -- O. 

Elle est perpendiculaire au plan osculateur, car les équa- 
tions 

\x-hBy^Cz' o, 

A^'-r-B/'-t-Cc' 1- o, 

trouvées plus haut, montrent que chacun des deux plans 

N = o, -^- = o est perpendiculaire au plan osculateur. 

Enfin Taréte de rebrousscment de cette surface sera donnée 
par les équations 

f?N à' N 

286. Cercle osculateur, — Les équations générales d'un 
cercle sont 

(X - a)«-h (Y- ?)«-^ (Z - y)^-^ R«, 
m(\- a) -+- ,i(Y- ?) -r-p{Z - y) -= o, 

*î P» Y étant les coordonnées de son centre et R son rayon. 

Nous avons ici six paramètres : a, p, y, R, — j —, qu'on 

pourra déterminer de manière à obtenir un contact du second 
ordre au point {x^y^ z). 
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On aura, à cet eflet, les six équations de condition 

(12) {X - «)«-[- 0' — ?)' -+-(- — y)*— Ï^* =^ O, 

(i3) x'(jr-at) ^y(y^?)^z'{z-^)^o, 

(i4) JL-^r-oi) ^ vV- -?)- ^'(^-Y)-^-r'«--/»-t- 

ma:' - ny' - pz' . o, 
nu" . ny" ^- pz" ^ o. 

Des trois dernières on déduit, en éliminant m, «, /?, 



-'2 _ 



o, 



A- 



a J— P >5 



a:' 



j^ 



r 






o, 



ou 

(i5) 



A(x — a) -r-B(v—?) -4-0(5 — 7) -o- 



Cette équation montre que le point (a, p, y) est dans le 
plan oscuiateur. 

La deuxième et la troisième montrent que ce point se 

trouve dans les deux plans N --- o, -^ ■■= o, dont Tintersec- 

tion est Taxe du plan oscuiateur. Le centre cherché se trouve 
donc à r intersection de cet axe avec le plan oscuiateur. 
Pour calculer a, p,Y, R, nous résoudrons les équations (i 3), 
(i4) et (i5) par rapport à x — a, j' — p, z — y. Le déter- 
minant 



' x' 






x" 


f 




A 


B 


c 



de ces équations étant égal à A- -h B^ :- C-, on trouvera 



iCz'^h v' ) ( x'^ — r'^--z'^) 



. _ u ( A x' — cy H x'i -^ y^-^z'^) 

^ _ (B.v- A z^ )(, z'*-^y^-^z'^) 
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et, en substituant dans (12), 

"* = ^-^'s/^-i'. i^- t(C^'- B/)'+ (Ao:'- C/)'-H {Bv'-kz'n 

Or la quantité entre parenthèses peut s'écrire 
(A»-f-B* i-C«)(^'*-f-/M-5')« — (A^'H-B/-f-Cv')S 
et comme 

il viendra 

R - ^^ ^ • • 

287. Sphère osciilatrice. — L'équation d'une sphère 

{\.~ay-\- (Y - by -{-{Z- cY- p« 

contenant quatre paramètres, on pourra obtenir un contact 
de troisième ordre. 

On devra, pour cela, satisfaire aux équations 

(^. ._. aY H- (y — hy -'- {z — cy r- p» 
M -z .r'{,F -- a) -i-y(y— h) -H z'{z - v) -_ o, 



dl 



- o, 



dont la première donnera p^, après que les trois autres auront 
fourni a^ b, c. 

Le lieu des centres des sphères osculatrices n'est autre 
chose que rareté de rebroussement de V enveloppe des plans 
normaux. Car ce lieu s'obtiendrait en éliminant t entre les 

équations M ^ o, -v - =1= o, — ^ - uiz o, et 1 arele de rebrous- 
sèment, en éliminant t entre les équations N --^ o, -. = o, 
— — - r_- o. Or M ne diffère de N que par le signe et par la 
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désignation des coordonnées courantes (a, b, c, au lieu de 
X, Y, Z). 

Nous admettrons, pour simplifier le calcul de a, 6, c, p, que 
nous ayons choisi pour variable indépendante Tare s de la 
courbe, compté à partir d'un point fixe. On aura, dans cette 
hypothèse, t = Sj d'où 

et, par suite, 

(i6) ^'» _|- y 2 ^- -'î — 



I. 



Prenant la dérivée de cette équation, on aura la suivante : 



.r ^1' 



t ^p _, ^t ^f 



œ' X' -h y y -h z' z" — o. 

Formons les dérivées de M en tenant compte de ces rela- 
tions. Il viendra 



o =^ 

o -i; 

o -— 



M 



^{x — a)x' -f- (j ~ b)y -•- {z — c)z', 

'- -:(X -a)x' i-O'- ~b)y .^{Z--C)z''-'r-ïy 



En désignant par D le déterminant 



on déduira de ces équalioiib 



a — •- 



x' 


y' 


^1 


x' 


y 




x" 


y" 




KJllit 






y' 







A' 



D 



D 



-i 



a ^-:.X — 



D 



On aura de même 



6=7 -U' 



C = 5-g-, 
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et enfin 

On peut donner à cette valeur de p une autre expression. 
Le point (a, 6, c) étant sur Taxe du plan osculateur, qui 
coupe ce plan au centre du cercle osculateur, p sera l'hypo- 
ténuse d'un triangle rectangle, ayant pour côtés R et la dis- 
tance h du point [a, b^c) au plan osculateur. 

Or, le plan osculateur ayant pour équation 

A(X — x)H-B(Y-j)-4-G(Z-^)-o, 



on aura 



~ zt V' A'^ -H B* -4- C* 

, A«-+-B»-4-G» 



I> Vv/A2^-B»H-G\ 

Mais, en tenant compte de l'équation (i6), on aura 

-=^l= ^ R. 

V/A*4-B-H-C* 

A*-hB*-hG' 
Désignons, d'autre part, par r la quantité yr 

(que nous retrouverons plus tard sous le nom de rayon de 

torsion) j il viendra 

/i=:it:/R', 

d'où 

288. Soient 

p un point {x,j^ z) delà courbe correspondant à une valeur t 

de la variable ; 
T la tangente ; 
P le plan osculateur. 

Soit Pi un point de la courbe infiniment voisin de p-, 
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correspondant à la valeur t + dt, et soient x -i- Aj:, y -j- Ak, 
z -\- Hz les coordonnées de ^< ; T<, P| la tangente et le plan 
osculateur correspondant. 

Les distances de /?| à/?, à T et à P, de Ti à T, el les angles 
de T, avec T et P, de P, avec P sont autant d'infiniment 
petits, dont il est intéressant de déterminer les valeurs prin- 
cipales. 



Distance de pi kp. — Elle est égale ày Ax- ;- Av--t- A:;*, 
ou, en remplaçant ^x, A^, A;; par leurs valeurs approchées 
x'dt^ y' dty z'dt, à 



289. Angle deT^ a^'ecT. — On sait que l'angle ç de deux 
droites, dont les cosinus directeurs sont respectivement pro- 
portionnels à a, 6, c et à «1, ft, , C|, est donné par là formule 

an, -+- hh, 4- cci 

OOSOIZI - : 



On en déduit 



sin*ï 



_ (hc^ — cb^Y-^ (ca, — ^c,)*~i- {nb^— ba^Y 

Pour appliquer cette formule, il faudra y remplacera, b^c. 
r/,, b\y C| par leurs valeurs actuelles 

ce qui donnera 

(y' ^z' ~ z' \y'Y -\- { z' Ix' -^ x' Iz'Y \- i.r' !iy' ~ y'' Hx'Y 



(i;) sin'o 



{x'^-r- y'^-^ z'^)[{x' -^ix'Y^{y -^ :i.x'Y -^ {z' ^iz'yy 



Ar', Aj-', As', étant infiniment petits, peuvent être négligés 
au dénominateur, qui est fini. Au numérateur, on les rempla- 



APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DE LA SÉRIE DE TATLOR. Q7] 

cera parleurs valeurs approchées 3(^dt,y" dt^ z"dt. Il viendra 
alors 

sin'o = - — 7T 7—7 at^. 

Donc <p, qui est égal, au troisième ordre près, à sin^, aura 
pour valeur approchée 



— \/ A' -4- B^ -h C* 

Nous appellerons courbure , comme dans les courbes 
planes, la limite du rapport de l'angle de deux tangentes voi- 
sines à Tare qui sépare les points de contact. Cette limite est 
évidemment égale au rapport des valeurs principales de ces 
deux quantités; en la désignant par Ar, nous aurons donc 



o _ y/A» -^ B ^ -4- C _ 1 

Il désignant le rayon du cercle osculateur. 

Ce cercle, son rayon et son centre pourront s'appeler, 
comme pour les courbes planes, cercle, rayon et centre de 
courbure. 



290. Angle de P açec ?<. — Cet angle A, égal à celui des 
normales à ces deux plans, sera donné par la formule sui- 
vante, analogue à la formule (17), 

• tA - (1^'^C - C-^B^' -hf CAA. - AAC)> 4-( AaB -3 a\^' 

^'" '^ ~ ( \* -f- ^^~r- (> ) i('A - ^ AA Y 4-1 B + AB)4-(C-t^^?l ' 

au dénominateur, on pourra négliger AA, AB, AC; au numé- 
rateur, on les remplacera par leurs valeurs approchées 

dk^-iy'z'' —z'y'^)dt, 
dB^{z'x"'—jc'z'')'dt, 
dC^{a:y'-yz')dL 
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Posons, comme précédemment, 







x' 


/ 






D-- 


x' 


f 


•** 






. ^^ 


y" 


•** 


on trouvera 











BlC — C^B z^Dx'dt, 

\^B- \i^^-Dz'cit, 
d'où 



et, en remplaçant le sinus par l'arc, 

,_ n 

La quantité --- --=^ ti rn — ttt se nomme la torsion de la 

courbe; nous la désignerons par t. Son inverse se nomme le 
rayon de torsion, 

291. Angle de P avec T,. — Cet angte 6 est donné par la 
formule 

Sin — -^rr:^ - . —- ^z^r -^ . — . 



V/A2 -h B^» 4- C* VU'' -H •^^•' )' H- (/ H- A/)* -r- (5' H- As')» 

Au dénominateur, on peut négliger Ax', Aj'', A^'. Au nu- 
mérateur, on les remplacera par leurs valeurs approchées 
x"dt -^^^x'^dt'^, ydt + ^yV^S z"dt ^{z"'dt\ 

Remarquant que l'on a 

kx' -^Bf -\-Cz'^o, 
Aa''-hB/^-hG5*=ro, 
kx"'~\^By''^Cz''=zl^, 

et mettant 6 au lieu de son sinus, il viendra 

6^ tH ^.. .kds^ 



y/A» + li« + C« \Jx'*+y^ + 5'» 
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292. Distance de p àT. — Nous avons trouvé, pour la 
distance du point (a, ai , ol^) à la droite 

la formule 

_ — a,)^i— (aj— a,)M'-h[(aj— a,)^; — (a — a)^,]*-i-... 





'=v/^ 



Nous avons ici 

a — Xy a^—y, a^^=-z^ 

b^x\ b^^y\ b^ — z'. 

La formule deviendra 









y 



OU, en remplaçant Ax, Aj^, As par leurs valeurs, 

\x^=zx'dt-\- œ" 



. ■ . . 
1 .2 

Aj=/t/^H-/ — +..., 

As = s'û?/ -H s" h . . . , 

1 .2 



~ V :r'»4-/»4-s'* Ll^'^^"^^' 



293. Distance de pi àV. — Elle est donnée par la for- 
mule connue 

' ^ __ _^ A(j?-i- Aj?-— j?) -i-B(7 4- Ar— y) -HC(z-h As — ^) 
^ y/A» H- B« 4- C* ' 

ou, en remplaçant A:r, Aj^, As, par leurs valeurs approchées, 

x^-^-^x'dt^ -^\x'dt^-\-. . . , 

6 y/A« H- B« -+- C« 6 

J. — Cours, 1. 18 



27^ PRE1I6RE PARTIE. — CHAPITRE Y. 

294. Distance rfr? T à T i . — Appliquons la formule trouvée 
pour la distance de deux'droiles, en y posant, pour a^ ai, a^* 
ft, />!, 621 3t, a,,a2, p, Pi, ^jv ^^^''^ valeurs actuelles x, ^, 5, 

j:', y, 3', j: 4- Ax, j^^ + Ar, 5 + A3, x'4- Ax', v'-f- Ar', 
>3'-t- A3'. Il viendra, pour la distance cherchée s. 



L 



6 =1 



V(/Aw' — c'Av')2-h(-'A^' — ^•'A^'j'h-Cj^-'Ak' — ^V'A^-') 



■r= ) 



OU 



L — 



Aj- Aj' — a?' 
Av A/ — v' 



«/ 



Aw 2kZ ~^ <w 



„/ 



Le dénominateur a pour valeur principale ^A^-h B=*-h C* rf/. 
On a, d*autre part, 



2 b 2 

y de -h y h r*^ -^ H-... r" dt h- y'' — 

'^ ' 2 " 6 -^ • 2 



j? 



— -> 



,/ 



z' dt 



, c^^' ,, dt^ ,, ^^ ^^* 

> —~^ ~T~ 3 ., "T~ • • • ^ Wt ~T~ 3 """^ 

20 2 



-/ 



ou, en ajoutant aux termes de la première colonne ceux de 
la deuxième et de la troisième, respectivement multipliés 
par — } rf/ et par dt(ce qui n'altérera pas le déterminant). 



L=: 



dt^ 



X 



y^dt\y-\) + ... fdt + y'^+... -y 



2 

dt^ 
2 

dt^ 



,'f 



./ 



^'^^/'(i — |) + ... z'dt-hz" h... —5 



oiif en réduisant chaque terme à sa valeur principale, 



Lzzz—^df^ 



x" x' x' 

y" y y 



12 
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Donc 

~" V^A* -H B» H- C* '2 12 

293. On nomme plans oscillateurs stationnaires ceux qui 
correspondent aux points où D = o. La torsion étant nulle 
en ces points, le plan osculateur P s'y confondra, au deuxième 
ordre près, avec le plan osculateur en un point Pi infiniment 
voisin. 

En outre, o étant nul, la distance de P à />i sera du qua- 
trième ordre. Le plan P aura donc un contact du troisième 
ordre avec la courbe, et se confondra avec la sphère oscula- 
trice. 

On voit par là que les plans stationnaires sont analogues 
aux tangentes d'inflexion des courbes planes. 

296. Proposons-nous encore de calculer la différence entre 
un arc infiniment petit et sa corde. 

Nous simplifierons un peu les calculs en admettant qu^on 
ait pris pour variable indépendante Tare s. 

On aura, dans ce cas, 

et, en diiférentiant, 

x' x" 4- y' y" -H 5' -3" = o, 
puis 

x'x'^ -H y y"' ^z' z'-^ :r''' -hj'* -h z''^z=i o. 

La formule de la courbure se réduira à 

k = y/A» 4- B« 4- G» = s/x'^-i-y^-hz"^. 
On a, en effet, 

A«H- B»-h c*=(/5'— 5'/)«-H {z'x'— x'zy-\- (^Y—y^'y 

'-{x'x'-hyy-hz'z")^, 
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quantité qui se réduit à j/'^+y^-j-^"^ d'après les équations 
précédentes. 

Cela posé, soit ^^ un arc infiniment petit; sa corde sera 

^/Â^M-ÂxM-Â^^. Il s'agit d'évaluer la différence de ces 
deux quantités. 

On a identiquement 

ds — v^Aj;* h- Aj* -h A5' = -^ ' . 

ds 4- V^A^* -+- Aj* -h A;;* 

Le dénominateur de cette expression est sensiblement ids. 
Pour avoir le numérateur, on remplacera Ao;, A^', A^ parleurs 
développements , 

^x=zx.as-\' x" h ^" -TT -+- 

a 6 

Développant et ordonnant suivant les puissances de dsy il 
viendra 

{i ^ x'^-^ y^ -^ z'^)ds^'- i{x' x" -^ y y" -^ z' z") ds* 

f x"^ ->r y"^ -^ z"^ x''x'->f-yy' ^z" z'^\ ,, 

-( 4 "^ ^3 j^*-.... 

Les coefKicients des termes en ds^ et ds* s'annulent. Celui 
du terme en ds^ sera, d'après les équations précédentes, 

K*+7" + -")(-i + i) = ^- 
Donc, la difîérence cherchée a pour valeur principale 

^ds^ 

12 k*ds* 

^■i"^— ^— ^"^ ^^^^ — . 

'ids 24 

297. On nomme normale principale au point {x^y, z) la 
perpendiculaire à la tangente située dans le plan osculateur; 
binormale la perpendiculaire au plan osculateur. Ces deux 
droites forment avec la tangente un trièdre trirectangle. 
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Déterminons les cosinus directeurs de ces trois droites : 
1® Les cosinus directeurs a, bj c de la tangente, étant pro- 
portionnels à x', y\ z\ seront respectivement égaux à 

x' dx y' dy 



s^lx'^^y^-^z'^ ds y^'i_^_yî^_ -'i ds 

z' dz 



V 



,,V*-+.y'*^_-'i ds 



2° Ceux de la binormale a, p, y étant proportionnels à A, 
B, C seront égaux à 



B 



yA» 4- B» 4- G* y/A* ^ B« -h G» y/A*4-B*-+-G* 

3^ Enfin la normale principale étant perpendiculaire aux 
deux droites précédentes , ses cosinus directeurs X, [x, v satis- 
feront aux équations 

X^'4- (JLj'-H V5'=:0, 

XA -h (jlB -+- vG = o, 

et seront proportionnels aux quantités 

Cy—B^', A5'— Ca?^ B^' — A/. 

On aura donc 

Cr'— B^' 



Xzn 



^(G/— B5')*H-(Ay— Ga7')*-h(Bar'— A/)» 

Gy-B:;^ 

~'v/(A»H-B*-i-G«)(a;'*4-y*4-5'*)— (Aa;'4-Bv'4-G5')* 

et, comme Ax^ + By + C^'^zo, 

, C/-By , ^ 

v/(A»+B»H-G*)(^'«4-y*-h-3'*) 

On aura de même 

V zr= pa — ih. 
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298. Cherchons comment varient ces cosinus directeurs 
lorsque le point (x,y, z) se déplace infiniment peu sur la 
courbe. 

On aura d^abord 

da^id — - — -__^ -r: 



— — 2 * « _ ' di 

— • ' -i C dt 



^•'^4-/'-+-:^'*)* 



On aura de même 

db =: [kk ds, dc^::'*k ds. 
On aura, en second lieu, 



__ A'(.V^-H*H-C«) — A(A.V4-BB'4-CC') 



flf^ 



rf^ 



_ B(B.V— AB^) + C(CA^ — ACy) 
(A«-+-B2h-G*)« 

— -^ -^ ' .^ dt——\-z ds, 

(A«^B«-hC*)* 

et de mémo 

^P = — lAT ds, d'^r=z — vT ds. 

Knfin 

dX — d{^ b—^c) — ydb-^bd^ — cd^ — pdc 

:= ( Y|A A" — ^ VT -H C {XT — Pv X) </^ 

r= (yh^— pv) A"f/s-H(C{x— - b^)-zds. 
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On a d'ailleurs 

= — a, 

C[JL — ^v =zc{ac — Y^) — b{^a — ab) 

=:a(a' + 6*4- c*) — a(aa4- 6^ + ^7) 
= a. 

Donc 

^ = — aA' c/!s -h ondSy 

et de même 

e/jJL =1 — bk ds -f- ^x ûfo, 

c/v 3= — ckds -\- ^-z ds, 

299. Il résulte de ces formules qu'une courbe est complè- 
tement définie lorsqu'on connaîtra : 

1** La loi suivant laquelle la courbure et la torsion varient 
en fonction de l'arc s comme variable indépendante; 

2** Les valeurs de Xyyy Zy «, 6, c, a, p, y, "ky |jl, v corres- 
pondantes à une valeur particulière de Sy à la valeur zéro, 
par exemple. 

En effet, les formules précédentes donnent les dérivées, 
par rapport à 5, des quantités 

dx , dy dz ^ ^ 

en fonction de ces quantités elles-mêmes, de la courbure et 

de la torsion. En les différentiant, on obtiendra les dérivées 

secondes, et ainsi de suite. Mais, pour ^ = o, on connaît les 

valeurs des quantités a, 6, c, a, p, y, X, |jl, v. On aura donc, 

pour s=-Oy la valeur de toutes leurs dérivées. 

dx 
Connaissant ainsi, pour5=:o, les valeurs de x, a= -j-y 

dcL d^ ÛD 

— = -—p, ..., on pourra calculer x par la formule de 
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Maclaurin 






De même, pour y et z. 

300. Deux surfaces sont dites applicables l'une sur l'autre 
si l'on peut établir entre leurs points une correspondance telle 
que deux courbes correspondantes quelconques aient leurs 
arcs égaux. 

Théorème. — Toute sur/ace développable est applicable 
sur un plan. 

Soient, en effet: 

S une surface développabie ; 

C son arête de rebroussement ; 

s l'arc de cette courbe compté à partir d'un de ses points; 

A'=/(s) et 'z = o(s) sa courbure et sa torsion. 

Un point Q de la surface sera défini si l'on connaît : 

i^ La valeur de s correspondante au point de contact P de 
la tangente à l'arête de rebroussement qui passe par le 
point Q; 

a® La longueur PQ = /. 

Une équation l=W(s) entre ces deux coordonnées re- 
présentera une courbe K tracée sur S. 

Proposons -nous de trouver la différentielle de l'arc o- de 
cette courbe {^/iff> i8). 

Soient Q, Q' deux points infiniment voisins ayant res- 
pectivement pour coordonnées s, l et ^ + A5, /+ A/; l'arc 
QQ':= At, dont on cherche la valeur principale, pourra être 
remplacé par sa corde QQ'. Celle-ci sera tout au plus de 
l'ordre de A5. En effet, la distance S de la droite P'Q' au point 
P infiniment voisin étant du deuxième ordre par rapport à 
A5, l'angle cp des deux tangentes étant du premier ordre, et 
enfin PQ = / étant fini, la plus courte distance de Q à P'Q' 
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sera du premier ordre, et a fortioriX^ dislance QQ' sera du 
premier ordre au plus. 

Cela posé, par le point P menons une parallèle à FQ'. 
Soient F', Q" les projections de P', Q' sur cette droite. On 
aura FFr^ Q'Q''=:8. Ces quantités sont donc du deuxième 
ordre. A fortiori^ la différence entre QQ' et QQ" sera du 
deuxième ordre au moins, et Ton pourra substituer QQ'' à 
QQ' pour le calcul de sa valeur principale. 

Fig. i8. 




Or, dans le triangle PQQ", Tangle en P est sensiblement 
égal à k A5. Le côté PQ est égal à /. Enfin le côté PQ" est égal 

à PF-+-P^Q"=PF+FQ'. 

Mais P'Q'= /+ A/; d'autre part, PF' est la projection de 
PF, quantité infiniment petite du premier ordre, et dont 
Tangle avec PQ' est infiniment petit. On aura donc, en né- 
gligeant le second ordre, 



d'où 



PP''=PP'=arcPF=:A5, 



P'Q'=/-l-A/-hA5. 



Cela posé, la formule trouvée pour l'arc d'une courbe en 
coordonnées polaires donnera 



d^ z=z val. princ. ()(^ = val. princ. \]l^ k} ^s^ -+- (A/ 4- A*)' 
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On voit que cette expression est indépendante de la tor- 
sion T. 

Cela posé, construisons dans un plan une courbe C, dont 
la courbure en fonction de Tare soit la même que pour la 
courbe C. Au point de la surface développable qui a pour 
coordonnées s et /, faisons correspondre dans le plan un point 
construit de la même manière, en prenant sur la courbe C|, 
à partir de l'origine des arcs, un arc égal à s, menant la tan- 
gente au point obtenu et prenant une longueur / sur cette 
tangente. A la courbe K correspondra une courbe K, et Tare 
7 de cette courbe, considéré comme fonction de s, aura la 
même différentielle, d'après ce qui précède, que l'arc o-. 

Les arcs <j et cr,, ayant même différentielle, ne pourront 
différer que par une constante. Si, d'ailleurs, on prend pour 
origines respectives des arcs sur les courbes K et K| des 
points correspondants, <j et o-,, s'annuleront en même temps, 
et par suite seront toujours égaux. 

SOI, Proposons-nous d'appliquer les formules trouvées 
dans cette section à Y hélice. 

On nomme ainsi la courbe engendrée par un point qui se 
meut sur un cylindre droit à base circulaire de telle sorte 
que sa distance au plan de base soit constamment propor- 
tionnelle à l'angle dont a tourné sa projection. 

Soient t cet angle, m le rayon du cercle de base. La courbe 
sera évidemment définie par les équations 

xzuLni ces ^, y ^= ni sin /, z = nt. 

On en déduit sucessivement 

jc' =1 — msin^, /' =^ m ces/, z' z= n, 
jc" :=. — mcos^, y" ^=^ — msin/, ^"=0, 
x*'^ /wsin/, j''* = — /«cos^, ^'^=0, 

A =1 y' z" — z' y" 1= tnn sin /, 
B T=: z' x" — x' z" =1 — mncost^ 
C—x'y' — yx"=z m», 
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D = 



^f 



x" y z' 

x" y z 



^m , 



= /W*/l, 



ds — \Jx'^ 4- y^ -h z'^ dt — \lm> 4- /i» dt, 



(i8) A: _ -|r _ r — ~~ ^^ 



(19) 



D n 



A^-f-b*-hC* " ni'-^n* 



On voit que la courbure et la torsion sont constantes, ce 
qui était évident, les divers arcs de la courbe étant superpo- 
sables les uns aux autres. 

Réciproquement, toute courbe dont la courbure et la tor- 
sion sont constantes sera une hélice, dont les paramètres /?ï, 
n seront déterminés par les équations (i8) et (19). 

VU. — Systèmes de droites. 

302. Une droite D, passant par un point («, ai, «i) et dont 
les cosinus directeurs sont proportionnels è 6, 6|, 62? a> 
comme on Ta vu, pour équations, 

. . X — a Y — «1 Z — «j 

ou, en introduisant une variable auxiliaire ^, 

(2) X = a -h 6/, Y =iai-h bity Z^=iai-h b^t, 



t\lb^-\- bl-i- b\ étant la distance du point (X, Y, Z) au 
point (a, «i, «2)» 

Supposons que les coefficients a, 6, . . . dépendent de cer- 
tains paramètres a, ^, .... En faisant varier ces paramètres, 
on obtiendra un système de droites. 

S'il n'y a qu'un paramètre a, ces droites formeront une 
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surface réglée dont on obtiendrait Téquation en éliminant 
a entre les deux équations (i). 

S'il y a deux paramètres a, p, on aura une congruence de 
droites. Par chaque point {x^y,z) de l'espace passeront 
une ou plusieurs droites de la congruence, correspondant 
aux systèmes de valeurs de a, j3, qui satisfont aux équations 

.^ a— a v — ax z — a* 

S'il y a trois paramètres a, p, y, on aura un complexe de 
droites. Par chaque point {x^y, z) passeront une infinité 
de droites du complexe, formant un cône, dont on obtiendra 
l'équation en éliminant a, p, y entre les équations (i) et (3). 

Enfin, s'il y avait plus de trois paramètres, le système con- 
tiendrait toutes les droites possibles, car on pourrait déter- 
miner les paramètres de manière à faire passer la droite par 
deux points arbitraires {Xyy,z)j {x^^y^j z^)^ ce qui ne don- 
nerait que quatre équations de condition. 

303. Soient D une droite du système, ayant pour équa- 
tions 

Xz=ia-\-bty Y =: ai H- 61^, Z = a, h-6,^, 

et D| une droite infiniment voisine, laquelle aura pour équa- 
tions 

X — : a -^-da ~^{b -hdb)t, 

Y zzr a, -4- dai -\-{b -\- dbi ) t, 

Z =1 a, -h da^ + ( ^ -f- db^) ty 

en bornant l'approximation au premier ordre et écrivant par 
suite duy db, ... à la place de Aa, A6, .... 

La position relative de ces deux droites dépend de quatre 
éléments : 

i*^ Leur angle cp. On aura, d'après des formules précédem- 
ment trouvées, 

_ y/A» 4- A? -f- a; 
^'~ b'-hbl-^bl ' 
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en posaoty pour abréger, 

A z=bidbf — bfdbi, 
Ai:= bfdb — b dbfy 
K^^=z b dbi — bi db. 

2° Leur plus courte distance S. Elle a pour valeur 



a85 



8 — 


M^ 




-Hv'A'-hAî-f-A; 


L désignant le déterminant 




da b db 






dui bx dbi 


m 




da^ bt db^ 





3^ La position du point où cette plus courte distance vient 
rencontrer D. La valeur T de la variable t qui correspond à 
ce point est donnée par la formule 



T=: 



N 



A«-hA;-hAî' 
où N désigne le déterminant 



A b -\- db da 
Al bi H- dbi dai 
A, bi H- dbi da^ 

ou, pins simplement, 

A b da 
A| bi dai 
A) bi daf 

en négligeant db^ db{, db2 par rapport à 6, 6|, b^- 

4** La direction de cette plus courte distance. On peut la 
déterminer soit par Tangle ^ qu^elle forme avec un plan de 
position connue mené par D, soit d'une manière plus symé- 
trique par ses cosinus directeurs \ )i|, X2. Cette droite étant 
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perpendiculaire à D et à D|, on aura 

bX -i-6,Xi -h ft,X, = 0, 
{b'hdb)'k-^{bi-^ dby)li H- (6, -h rf*,) X, = o. 

On déduit de ces équations 



et, comme 



}L — h. — h 
A"" A, ~ a/ 

X*-HX;-hXÎ=:l, 



1= , y Ir— 



A, 



V/A* -f- a; -h A| y/À» -+- A» -h AJ 

On voit par ces formules que T, X, \^, X2 sont des quan- 
tités finies; 8 et © sont du premier ordre, mais leur rapport 

_ ^ _ L(b'^b]~^bl) 
^■~^~ A*+A;-hA';| 

sera une quantité finie, qu'on nomme le paramètre de dis- 
tribution. 

Proposons-nous de déterminer les relations qui existent 
entre ces éléments T, )., X|, X2, /?. Nous aurons à distinguer 
trois cas distincts, suivant le nombre des paramètres variables. 

304. Premier cas : Sur/aces réglées, — On n'a qu'un 
seul paramètre a, et si, dans les expressions de T, Xy X,, X^, 
p^ on remplace da^ db^ . . . par leurs valeurs a'rfa, é'rfa, . . ., 
la quantité rfa, se trouvant en facteur avec le même degré au 
numérateur et au dénominateur, disparaîtra de ces expres- 
sions. 

La droite E, sur laquelle se mesure la plus courte distance 
des droites D et D|, étant complètement déterminée par les 
valeurs de T, X, X|, Xa, on aura ce théorème : 

Les génératrices d^une surface réglée infiniment voi- 
sines d'une même génératrice D viennent toutes couper 
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perpendiculairement une même droite E [au second ordre 
près). 

Le point d'intersection de D avec E se nomme le point 
central de la génératrice D. Il aura pour coordonnées 

m 

Le lieu des points centraux, se nomme ligne de striction. 
On aura ses équations en éliminant a entre les trois équa- 
tions ci-dessus. 



303. Soit 

xr=: a-j- btf y ^zaï-i- bitf z:=iat-h bft 

un point de la surface. Ses coordonnées sont exprimées, 
comme on le voit, en fonction des deux paramètres a et t. 
L'équation générale d'un plan 

XX -^ DbV -h GZ 4- r© = o 

contient trois paramètres, dont on pourra disposer pour éta- 
blir un contact du premier ordre avec la surface. Il faudra 
pour cela satisfaire aux trois équations 



V{t, 


a) A,(a -hbt) -^'^{ai-h bit) H- G (a, -h 6, f ) -f 


^ dt 


Xb H-iftj^i -+-G^>„ 




— X{a' -H b't) -h ul, (a, 4- b\ -H G (a; -h b'^ t): 


On en 


déduira 



o = A, (X — a — 60 -+- Ub ( Y — aj — 61 H- G (Z -- a, -h ^^, 0> 

et, en éliminant «til», ifS>, G, on aura l'équation du plan tangent 
sous la forme 



X — a — bt 
b 



a' 



b't 



Y — ai^b^t 
a\ ■+- b\ t 



Ta — a^ — b^t 

bt 

a', 4- 6', t 



= 0. 
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Ce plan contient la génératrice. Ea effet, un point quel- 
conque de cette génératrice a ses coordonnées de la forme 

a -f- btx , ûf 1 ~h ^1 ^1 , ûj -h b^ ti . 

Substituant ces valeurs des coordonnées dans Téquatiou 
du plan tangent, les deux premières lignes du déterminant 
deviennent identiques, sauf le facteur commun tt — t. 

Mais la direction de ce plan tangent variera en général 
avec la position du point de contact (^,^, ^) sur la généra- 
trice. On voit, en effet, que l'équation du plan tangent dé- 
pend de t, 

306. Pour déterminer simplement la loi de cette variation, 
nous admettrons que nous a^ons choisi pour axe des z la 
génératrice considérée D, et pour axe des j' la droite E qui 
lui correspond. 

On aura, pour tous les points de D, 

J7 = 0, yz=::0. 

Donc, pour cette génératrice, a, 6, ai , bi seront égaux à zéro. 
D'ailleurs rien n'empêche de prendre pour variable indépen- 
dante, à la place de ^, la fonction linéaire a^ + 62^. On peut 
donc supposer qu'on a constamment 

a^zirOy 6j = I , a'x =z b'^ = o. 

Cela posé, la génératrice D aura pour équations 

5 z= /, a? = o, j' 1= o. * 

Une génératrice infiniment voisine aura pour équations 

s — Cf 

x= da -h dbt =:da -\- dbz, 
y =:: dai + dbi t = dai -+- db^Zy 

Mais, par définition, cette génératrice rencontre l'axe des^ 
à une distance 3 de l'origine ; on aura donc 

da =: o, dui in 8. 
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De plus, elle est perpendiculaire à cet axe et fait un angle <p 
avec Taxe des z. On aura donc 

dbi=:zo, rf!>:=:langç = ç, 

en négligeant la différence entre la tangente et Tare. 
On aura, par suite, 

da 



a' 


doi 


— 0, 


< 


dttx 
d% 


8 
-d^ 


b' — 


db 
d% 


-h 


b\ 


db, 
d% 


0. 



Substituons ces valeurs et celles de a, a^ a^j by &|, 627 
a\j b\^ dans Téquation du plan tangent; elle deviendra 



X 

o 



Z — / 

I 



8 



t -r- 



= 0, 



OU 



dfi doL 



? 



L'angle V que le plan tangent forme avec le plan des yz 
sera donné par la formule 

tanfi:V = — • 
pz 

Cet angle, en général variable avec Zj sera constant dans les 
deux hypothèses suivantes : 

/? =z 00 , d'oii 8=0. 
p=^Oy d'où <p ^= o, 

307. Il est intéressant de rechercher quelle est la nature 



J. — Cours, I. 



ï9 
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particulière des surfaces réglées pour lesquelles une de ces 
deux conditions 'f = o ou 8 = est constamment satisfaite. 

Théorème. — L'équation = exprime que la sur/ace 
réglée est déi^eloppable. 

Cherchons en effet à quelles conditions la surface sera dé- 
veloppable. Soient x, y, z les coordonnées du point où la 
génératrice touche Tarête de rebroussement, la valeur cor- 
respondante de t. On aura 

x-=-. a-^ b^^ ^ = «1-1-618, -c r= aj -h ^16, 

Xyy, 5 et 9 variant en général d'une génératrice à l'autre, et 
par suite étant des fonctions de a. 

Ces équations, différentiées par rapport à a, donneront 

dx^=ida -h bd^ -i-^db, 
dy =:^ da^ H- ^1^6 -4- Ôt/^j, 
dz ir= da^ -h b^d^ ~\- ^db^. 

Mais, la génératrice étant tangente à l'arête de rebrousse- 
ment, ses cosinus directeurs seront proportionnels à dxy dy^ 
dz\ ils le sont d'ailleurs à £, 6|, 62! on aura donc, en dési- 
gnant par |JL un facteur convenable, 

dx-=^\i.b^ ^izzjjLÔ,, dzz=i^b^. 

Substituant ces valeurs dans les équations précédentes, il 

viendra 

o — da -\-b (^ -- jx) -h ^db, 

o — dat-\- bi{d^— {i)-+-6^^j. 

Ces trois équations entre les deux quantités 8 et rfô — [jl 
ne seront pas compatibles en général, mais elles le devien- 
dront si le déterminant 

da b db 
dax bi dbi 
da^ 6] dbi 
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s'annule. Or ce déterminant est précisément L, numérateur 
de 8. 

Donc 5 sera nul, à moins qu'on n'ait A=:A| = A2=o, 
auquel cas le dénominateur s'annulerait également. 

308. Les trois équations A =A| = A2= o équivalent à 
l'équation unique = 0. Si celle-ci est satisfaite, la sur/ace 
sera un cylindre. Car deux génératrices infiniment voisines 
ne formant qu'un angle du deuxième ordre, les cosinus di- 
recteurs de la génératrice, considérés comme fonctions de a, 
n'éprouveront qu'une variation du second ordre par rapport 
à l'accroissement de a. Donc leurs différentielles sont nulles ; 
donc ils sont constants. 

309. Deuxième cas : Congruences, — On a dans ce cas 
deux paramètres variables a, ^ et, par suite, 

, da j da ,. 
,, db j db ,_ 



Substituant ces valeurs dans les expressions de \ )vi, )v2, 
T, />, on voit que, pour une génératrice donnée D, corres- 
pondant à un système déterminé de valeurs de a et de p, 

ces cinq quantités ne dépendent que du rapport -—-• Il doit 

donc exister entre elles quatre relations indépendantes du 
choix de la génératrice D|. 

Proposons-nous de trouver ces relations. 

310. Nous remarquerons tout d'abord que la quantité 
A^ -I- AJ 4- Aj, qui figure au dénominateur des expressions 

\ ^1? ^2» '^j P^ ^^ pourra, en général, s'annuler pour aucune 

d^ 
valeur de -i*-» En effet, il faudrait pour cela qu'on eût simul- 
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tanément 
d'où 
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A =2 0, Aj^iio, Aj=io, 
db dby^ db^ 



ou, en appelant [x la valeur commune de ces rapports. 



db 



^±d^ 



= ^[X, 



dbx j dbi j. , 



dot 



dx 



dbt 

dp 



db = 6, [JL, 



équations qui ne peuvent subsister simultanément que si 
Ton a 



(4) 



àb db 



âoL dp 
dbr dbt 



ai 



b. 



o. 



C^est là une équation entre a et p, qui est nécessaire pour 
que A^ + AJ 4- AJ puisse s'annuler. 

Nous pourrons appeler génératrices singulières les géné- 
ratrices de la congruence pour lesquelles Téquation (4) est 
satisfaite. Elles forment une surface réglée, dont on aura 
Téquation en éliminant a, p, t entre l'équation (4) et les 
équations 



(5) 



x=ia-\-bt, y =z ai -h bit, z^ia^-^ b^ t. 



311. Supposons que D soit une génératrice ordinaire. 
T étant exprimé par une fraction dont le numérateur et le 
dénominateur sont homogènes et de second degré en doL^ d^j 
et dont le dénominateur ne peut s'annuler, aura un maxi- 
mum To et un minimum T| toujours réels; on pourra les 
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obtenir, aiiisi que les valeurs correspondantes de -^y par la 

méthode exposée au n® 211 . Substituant ces valeurs à la place 
de t dans les équations (5), on aura les coordonnées des 
points correspondants de D, exprimées en fonctions de a, ^. 
Ces points se nomment points principaux. On nomme 
plans principaux ceux qui passent par les lignes de plus 
courte distance correspondantes à ces points et par la 
droite D. 

Éliminant a et ^ entre les équations qui donnent les coor- 
données d^un point principal, on obtiendra le lieu de ce 
point. On obtiendra de même le lieu du second point prin- 
cipal. Les deux sur/aces principales ainsi obtenues pour- 
ront constituer, soit deux surfaces distinctes, soit plus habi- 
tuellement deux nappes d'une seule et même surface. 

312. Passons à l'examen de l'expression qui donne le para- 
mètre de distribution p. Le déterminant L qui figure au 

numérateur, étant du second degré en -^f s'annulera pour 

deux valeurs réelles ou imaginaires de ce rapport. A chacune 
de ces deux valeurs correspondent une valeur de T et, par 
suite, un point de D. 

Les deux points ainsi obtenus se nomment foyers. Ils 
pourront être réels ou imaginaires. Les lieux de ces points 
{sur/aces focales) se détermineront comme les surfaces 
principales. 



313. Soient 




(6) 


î = «. 


(7) 


à=M. 



les deux valeurs de -^ tirées de l'équation L = o; M et M| 
seront des fonctions connues de a, ^. 
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Nous verrons dans le Calcul Inlégral qu^on peut trouver 
pour ^ une expression ^ == f (a) qui satisfasse identiquement 
à Téquation difTérentielle (6) et qui, de plus, se réduise à ^o 
pour a = aoy les constantes ao et ^o pouvant être choisies à 
volonté. 

Cela posé, substituons ^ = <p(a) dans les équations 

des génératrices de la congruence. Ces équations, ne conte- 
nant plus qu'un seul paramètre a, représenteront une surface 
réglée, dont les génératrices font partie de la congruence; 
celte surface est développable, car, l'équation (6) étant une 
conséquence de Téquation p = çp(a), on aura /9=:o pour 
deux génératrices voisines prises sur cette surface. Enfin, 
cette surface contient la génératrice correspondante aux va- 
leurs p=: Po> a= «0 <les paramètres variables. 

La considération de Téquation différentielle (7) donnerait 
une seconde surface développable jouissant des mêmes pro- 
priétés que la première. 

On aura donc ce théorème : 

Une droite quelconque D de la congruence fait partie 
de deux sur/aces déi^eloppa blés, formées de droites de la 
congruence. 

On doit remarquer toutefois que ces surfaces n'auront 

d'existence réelle que si les valeurs de -^ déduites de l'équa- 
tion L = o sont réelles. 

La droite D est tangente à l'arête de rebroussement de 
chacune des développables dont elle fait partie. Mais ces 
arêtes de rebroussement sont évidemment situées sur les sur- 
faces focales ; on a donc cette proposition : 

Toutes les droites de la congruence sont tangentes à 
chacune des surfaces focales. 

On nomme plans focaujc les plans menés par D et respecti- 
vement perpendiculaires aux lignes E de plus courte distance 
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correspondantes à ses deux foyers. Ces plans sont tangents 
aux deux développables qui se croisent suivant la droite D. 
On a vu, en eflet, que, dans une surface réglée quelconque, 
le plan tangent en un point situé sur une génératrice D à 
une distance z du point central fait, avec la perpendicu- 
laire E, un angle V donné par la formule 

tangV^z-^^; 

dans une développable, où /? = o, tang V sera infini et V sera 
droit. 

314. Pour nous rendre un compte plus exact de la distri- 
bution autour de D des droites de la congruence qui en sont 
infiniment voisines, prenons cette droite pour axe des ^, en 
nous réservant de disposer ultérieurement de la position de 
Uorigine, ainsi que de l'orientation du plan des xz. 

Supposons, en outre, qu'on prenne z pour variable in- 
dépendante , on aura constamment a2 = o, &2 == < y d'où 
rfaa=rf6a = o. En outre, D ayant pour équations ^ = o, 
^v = o, 5 = ^, on aura, pour cette droite, 

a = a^ ^:^ 6 = ^1 =1 o. 

Portons ces diverses valeurs dans les formules générales ; 

il viendra 

Al = db, Aj ^= o, 

db 
L =: da, o dbi 

o 

da 
N = db o rfa, 

o 



X=: — 



A 


., 


dbu 




da 







dax 







o 


I 


- 


-db^ 


o 




db 


o 







I 




db, 





^= db da, — da db, , 



^=.dadb -\- da^dbiy 



s/db^ -4- db\ 



h = 



db 



\]db' 



db\ 



X,= o, 



(8) 



rp dadb -\- daydbi ^^ da, — da db, 

i '==■ — ^-m rrz > P = ,, . rrî • 



db*^db{ 



db^ + db\ 
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Enfin, le déterminant (4) se réduira à 



db 


db 


da 


d? 


dbt 


dbt 


d<x 


à? 



-^« o 



db 
da 


db 


db, 


dbt 


da 


à? 



D étant supposée une génératrice ordinaire, ce déterminant 
ne sera pas nul. On pourra donc des équations 

,, db , db -^ 

''^ = di ''^ -^ d? ''?• 

ji àbi - dbt -o 

déduire l'expression de doL et d^ en fonction linéaire de 

db et de db^ . 

Les quantités da^ da^^ étant des fonctions linéaires de e/a, 
d^, deviendront des fonctions linéaires de db^ db^^ telles que 

da z=:Vdb -hQdbi, 
dai = Pj ^6 -h Q, dbi . 

On aura, par suite, 

^ Pdb* -\-(Pt-\-Q)dbdbt-hQ,db\ 



P — 



db' -\- db\ 

Ptdb*-^~iQt^P)dbdbt — Qdb\ 
db^-^db\ 



Soit d'ailleurs i^ l'angle que la plus courte distance forme 
avec l'axe des y. On aura 



Xi^isin^;, Xi = cos4', X, = 



d'où 



tang^l^^z- — 



dby_ 
db 



Les valeurs de z correspondantes aux points principaux 
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s'obtiendront en cherchant le maximum et le minimum de T. 
On sait qu'il faut pour cela poser les équations 

(9) 'àl'db-h{Pi-hQ)dbi-¥-2it.db — o, 

(10) (Pi -H Q)db -^ 2Qidbi-h 2[Ldbi=i0y 



d'où 

(II) 



2P-ha[ji P1-4-Q 



^=o. 



Cette dernière équation donnera au signe près le maximum 
et le minimum cherchés. Les précédentes donneront la va- 
leur correspondante de -tt = — tang'|. 

Supposons maintenant que nous ayons pris pour plan 
des zy l'un des plans principaux, et choisi Torigine à 
égale distance des points principaux. On devra avoir un 

maximum on un minimum pour ^ = o, d*où -tt = o, ce qui 
réduira l'équation (lo) à 

F, -H Q = o. 
L'équation (i i) se réduira à 

a 

(2P+211)(2Q, + 2[X)=:0, 

et, ses racines devant être égales et opposées, on aura 

Qi=-P. 

Faisant donc P< = — Q, Q, = — P, -—■ = — tangtj; dans 
les formules, il viendra 

^ ' î-htang*<]^ ^' 

^ ' ^ i+tang*<]; ^ ^ 
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315. On déduil de ces formules des conséquences impor- 
tantes : 

I** T est maximum ou minimum pour <}/ = o et <}/ = 90°; 
d'où cette conséquence : 

Les deux plans principaux sont rectangulaires. 
2P p s'annule pour sina^}^ = p> d'où 



Ces deux valeurs étant égales et de signe contraire, et 
moindres que P, on aura ce résultat : 

Les foyers sont situés entre les points principaux, à 
égale distance du milieu de la droite qui les joint. 

Les foyers seront d'ailleurs réels ou imaginaires, suivant 
que P sera > Q ou < Q en valeur absolue. 

3** L'équation sin 2 tj; = ^ a deux racines : J^o et i©' Les 

plans focaux auront pour azimut - + % et tî — i^^. On voit 

donc qu't& font des angles égaux avec les plans princi- 
paux. 

4" Si Q = o, les foyers et les plans focaux seront réels et 
se confondront avec les points et les plans principaux. Les 
plans focaux seront donc rectangulaires. 

Réciproquement, si ces plans sont rectangulaires, on aura 

d'où ^lo = o et, par suite, Q = o, et les autres propriétés ci- 
dessus auront lieu. 

316. Les plans focaux ont pour équation 

sin 2 •!» 



i = tang ^^ - 4, + ^ j =- lang-V 



I -\- COS2<]^ 
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OU 
(l4) 



Y 

9 



et seront distingués l'un de l'autre par le signe du radical. 

Soit, d'autre part, D| une droite de la congruence infini- 
ment voisine de D; elle aura pour équations 

x=ida -\-dbt z=da -h dàs = (54- P)db-\- Qdb^, 
y=Ldai-\- dbitz=zdai-{-dbiZ — — Qdb -4- (^ — P)dbi. 

Elle rencontrera le plan focal (i4) en un point dont le z est 
déterminé par Téquation 

^Qdb-h{z-^P)db^ Q 

(z-\- P)dù-^ i^dbi P zt ^P*~\)* 

Or cette équation est satisfaite, quel que soit le rapport 
ji 

--T^ 7 en posant z = ±z y/P^ — Q^. 

Cette équation, jointe à l'équation (i4)j représente une 
perpendiculaire à D menée dans le plan focal et passant par 
le foyer. Cette perpendiculaire a reçu le nom de droite fo- 
cale. 

On peut donc énoncer cette proposition : 

Les intersections d'une génératrice quelconque D|, i/i/ï- 
niment voisine de D, avec les plans focaux, sont situées 
sur les droites focales (aux infiniment petits du second 
ordre près). 

317. Il nous reste à étudier la distribution autour de D des 
droites infiniment voisines, lorsque D est une génératrice 
singulière. 

Dans ce cas, le déterminant 



db 


db 


d» 


dp 


dbi 


db^ 


dx 


à> 
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étant nul, le rapport des quantités 

ne dépendra pas du rapport -j- • On aura donc 



db, 
db 



tang4; = — -^ =iconst., 



d'où 



const. 



On pourra orienter les axes coordonnés de telle sorte que 
Ton ait ^ = o, d'où db^ = o. 

Les formules (8) deviendront alors 



T = 



da 
db 



da. 



Si le déterminant 



(i5) 



dttx da, 

'Si "^ 

db db 

doL d? 



n'est pas nul, on pourra déduire des équations 

f da, , da .^ 

,, db j db jr, 

doL (7p 

les valeurs de da^ d^ en da, et en db. Substituant dans la va- 
leur de rfa = -V- rfa -H -TTTr rfQ, on trouvera une équation de 

(7a dp ' ^ 

la forme 

rfa— Pe/aj-f- Qdby 

et, par suite, 
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On peut d'ailleurs, en déplaçant Torigine de la quantité Q^ 
faire disparaître le second terme de cette expression. On aura 
donc les deux relations 

4; — o, T — Pp. 

Les génératrices infiniment voisines de D auront pour 

équation 

a? = t/a 4- dbz ■= Pdui -h dbSf 

y •=. da^ -h dh^ z =z da^. 

Ces génératrices sont donc parallèles au plan des xz. 
Celles pour lesquelles da^ = o sont dans ce plan lui-même et 
rencontrent la droite D à l'origine des coordonnées. Celles 
pour lesquelles db=o sont parallèles à D. Ce cas diffère 
donc de celui des génératrices ordinaires en ce que Tun des 
foyers est rejeté à l'infini, l'autre étant à l'origine des coor- 
données. 

Enfin, si le déterminant (i 5) est nul, --tt ne dépendant plus 

du rapport-^» on aura les deux relations 

4/ = o, X = const. 

Désignons par P le rapport constant -i^ • Les génératrices 
infiniment voisines de D auront pour équations 

x=ida-i- dbz, 

y^Pdb, 

et aucune d'elles ne coupe plus D à distance finie, mais celles 
pour lesquelles db=o lui sont parallèles. 

318. Troisième cas : Complexes. — On a, dans ce cas, 
trois paramètres : a, P, y. 

SoitD une droite du complexe. En la choisissant pour axe 
des z, et prenant z pour variable indépendante, on pourra 
réduire ses équations à la forme 
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et celles d'une droite Di, infiniment voisine, à la forme 
z^t, x—da-h dbzy y — - da^^ -+- db^z^ 

da, db, .. . étant linéaires en rfa, rfp, d-^. 

Supposons d'abord que D soit une droite ordinaire, c'est- 
à-dire telle que Ton n'ait pas simultanément 

dbx db^ àb^^ 

âb " âb " db ' 
doL d? dy 

Les deux équations 

db , àb,^^db 
db zz^ -r- doL + -tq ^? + ^ «T» 
doL ^? ^T 

,, db^ , dbt -Q db^ , 

permettront d'exprimer deux des quantités rfa, d^, rfy, par 
exemple rfaet rf^, en fonction linéaire de rfè, dbtf rfy. Par 
suite, da, da^ deviendront des fonctions linéaires de rfi, 
db^ , rfy, telles que 

da z=zPdb -{-Qdbi -+-Rt/Y, 
dai = Piûf6 4- Qi ^^1 -f- Rirfr- 

Si l'on pose, en particulier, db =:dbi = o, ces équations 
se réduiront k da= RrfY> rfa, = R|rfY> ^^ ^^iî ayant pour 
équations 

x^^d-^, j=:RiûfY> 

sera parallèle à D. 

Supposons le plan des zy orienté de manière à contenir 
une de ces droites parallèles à D ; on devra avoir R = o. 

Cela posé, entre les formules 

da db -h daidbn dbda\ — da dby 

^ "= db^^ db\ ' ^"~ db^-^db\ ' 
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éliminons dai^ il viendra 

Tdù —pdbi =idaz=L Pdb -+- Qdb^ 

OU 

T — P -^ (/? 4- Q) tang^/ — o, 

OU enfin, en déplaçant l'origine sur Taxe des z de la quan- 
tité P, ce qui changera T en T 4- P, 

T-f-(/>-+-Q)tang4^=:o. 

319. Si D était une droite singulière, le rapport -^ étant 
indépendant de (fa, d^, d-^, on aurait la relation plus simple 

tang^'^^coï^st. 

VIII. — Théorie des surfaces. 

320. Plan tangent et normale. — Considérons une sur- 
face, représentée par les équations 

Soit {oc^y^ z, tt, v) un de ses points. 
L^équation générale d'un plan 

AX+BY-hCZ-4-D = o 

contient trois paramètres, dont on peut disposer de manière 
à obtenir un contact du premier ordre avec la surface au 
point considéré. 

On devra, pour cela, satisfaire aux équations 

ou ou ou ou 

o=;v- = A-r- -hB~- -+-C^. 
Oi' ov ov ov 

On déduit de ces équations 

A(X — ^)H-B(Y — 7)H-C(Z — 5) = o. 
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Élimmant ensuite A^ B, C, on aura Inéquation du plan tan- 
gent 

X — X Y — j Z — 

dx dy dz 

du du du =0. 

dx dy dz 

~ d^ ~ 



di> 



dv 



La normale, perpendiculaire au plan tangent, sera donnée 
par les équations 

X — X Y — r Z — 5 



B 



C"' 



en posant, pour abréger, 



A=i 



dy dz dy dz 



du dv 



-3 dz dx 
lin -T — 



dv du 
dz dx 



du dif di^ du 



p dx dy 

du dv 



dx dy 
dv du 



321. Ces formules se simplifient, mais en perdant leur 
symétrie, si Ton suppose que x el y aient été pris pour va- 
riables indépendantes. 

Il est d'usage, dans ce cas, de représenter d'une manière 
abrégée les dérivées partielles 

dz dz d^z d^z d^z 
dx dy dx* dxdy dy* 



par les lettres /?, q, r, Sj t. 

Posant donc dans les formules précédentes x = 
d'où 



1^,7=^, 



dx 
du 



= I 



dx 



dy dy 

dv du dv 



dz dz 



dz 



du~' dx ~^' (?P~ ^"-^= 



dz^ 

ày 
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l'équation du plan tangent deviendra 

Z-5=/>(X-^)-h^(Y-.j), 
et les équations de la normale 

X — ^ Y — r Z — 5 



p q —l 

Enfin, si z est une fonction implicite définie par l'équa- 
tion 

F(^>7»'5) = 0, 

on aura 

dx à y 

dz dz 

et les formules prendront la forme suivante : 
Équation du plan tangent, 

Équation de la normale, 

X — >r _ Y— j___ Z — ^ 
d? ~" ^"" d¥ 
dx dy dz 

322. Distance de deux points infiniment voisins. — 
Soient 

(^>7>*, u, v) et (a?-4-A^,7-hA^-, 5-hA5, u-hdUf v-i-dv) 

deux points infiniment voisins. U est aisé d'évaluer la valeur 
principale de la distance de ces deux points sur la surface. 
En eflet, l'arc infiniment petit A^ qui les joint difl%re infi- 
niment peu de sa corde, qui a pour valeur y/Ax^ + A^^ + A^^, 
et pour valeur principale y/rfx^ -\- dy^ + dz^. 

J. — Cours, 1. 30 



3o6 
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Donc ds, valeur principale de A5, sera donné par Téqua- 
tion 

ds^ =: dx^ -h dy^ -\-dz^ 

dx 



fdx 



du 



dv 



'')'^{%-"*%'')' 



i^''" *%''')' 



=r Mcfi/*-h aNû^tté/t'-f- P^<^'; 



en posant, pour abréger. 



M 



__(dxy /dry fdzy 

-[âTi) -^[âU) "^W' 

dv dy dz dz 

~i — Il — j — , 

du dv du di' 

m- m- 



., dx dx 
du d^ 



323. Aire d'une portion de surface. — Pour définir Taire 
d^une portion de surface S, limitée par une courbe quelconque 




C(Jig. 19), on peut opérer de la manière suivante : traçons sur 
cette portion de surface un réseau de lignes infiniment voi- 
sines, qui la décomposent en éléments infiniment petits dans 
les deux sens, et considérons un de ces éléments abcd. 

On pourra déterminer d'une infinité de manières un poly- 
gone plan dVdd j dont les sommets soient à une distance in- 
finiment petite' du second ordre des sommets correspondants 
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«, 6, c, rf. On pourra, par exemple, prendre pour a', è', c', rf' 
les projections de a, b^ c, â{ sur le plan tangent en un point 
quelconque de la région abcd, car on sait que, dans cette 
région, la distance de la surface au plan tangent est du se- 
cond ordre. 

Substituons de la même manière, à chacun des éléments 
de la surface S, le polygone plan correspondant, et formons 
la somme des aires de ces polygones. La limite vers laquelle 
tend cette somme, lorsque Tétendue de chaque élément dé- 
croît indéfiniment, sera Vaire de la surface S. 

Pour justifier cette définition, il faut prouver : i° que cette 
limite est indépendante de la manière dont on choisit le po- 
lygone plan dydd! substitué à l'élément abcd] 2° qu'elle 
est également indépendante de la manière dont on opère la 
décomposition de S en éléments infiniment petits. 

i^ Supposons d'abord qu'on substitue à l'élément abcd, 
au lieu du polygone alVdd ^ un autre polygone plan ci^Véd?. 
Les sommets a', 6', c', d! eta^, 6", c", dP y étant respectivement 
à une distance du second ordre de a, 6, c, d^ seront à une dis- 
tance du second ordre les uns des autres. Donc les distances 
a' 6', aV, ... ne différeront que d'une quantité du second ordre 
des distances aW, aV, .... Or ces longueurs sont évidem- 
ment du premier ordre; elles ne seront donc altérées que 
d'une fraction infiniment petite de leur valeur primitive. On 
en conclut sans peine que l'aire d'Wc?d^ ne différera de 
l'aire a'b'c'd' que d'une fraction infiniment petite de sa va- 
leur primitive. On aura, par suite, 

a'b'c'd'^ia'b'c'dii + z), 

z étant une quantité infiniment petite. 
On aura donc 

. » 

71 et 7) I désignant la plus grande et la plus petite des quan- 
tités e. 
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A la limite, t) et t^i tendant vers o, on aura 

2^ Supposons maintenant qu'on remplace le réseau des 
lignes qui ont servi à découper S en éléments infiniment 
petits par un autre réseau. Nous allons montrer que Taire 
calculée en se servant de Tun quelconque de ces réseaux est 
la même que celle qu'on obtiendrait en se servant d'un troi- 
sième réseau comprenant toutes les lignes des deux premiers. 

Soit, en eiTet, E l'un des éléments obtenus par l'emploi 
du premier réseau. En traçant les lignes du deuxième ré- 
seau, on le décomposera en un certain nombre de régions 
e,ei, ... qui seront les éléments du troisième réseau. Proje- 
tons les sommets de cette figure sur le plan tangent en un 
point quelconque de E. Il est clair que les polygones plans 
e', e'j,..., projections des éléments e, e«, ..., auront pour 
somme le polygone E', projection de E. 

324. Si, dans les équations de la surface 

nous faisons varier (^ en conservant à u une valeur constante 
Uq, le point {x,y,z) décrira une courbe, dont les équations 
s'obtiendraient en éliminant (^ entre les trois équations précé- 
dentes; nous l'appellerons la courbe Uq. En faisant varier la 
valeur de Uq, on obtiendrait une série de courbes analogues 

En donnant à v une série de valeurs constantes (^O) ^o - • • > 
et faisant varier u^ on obtiendrait une seconde série de 
courbes t^o» ^1? • • •• 

32o. Proposons-nous de déterminer l'aire du quadrilatère 
curviligne infiniment petit, compris entre les quatre courbes 
ty t-\- dty w, U'\- du {/îg' 2o). Les coordonnées des sommets 
de ce quadrilatère auront, au second ordre près, les valeurs 
suivantes : 
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Pour le point a, 

Pour le point 6, 

, dx j dy j dz , 

a, v-^dVy x-h-r-di^, y-^-r-di^y ^-Ht"»^; 

di^ âi^ ov 

Pour le point c, 

u-hdu, ç, x-^-^-du, Y-\--r-dUy z-h-r-du; 
' du *^ au ou 

Pour le point d, 

ôx ôx 

u H- duy V -h dv, a: -+- ^- e/tt -h -r- dvy 

ou ov 

ày j ày j dz j dz . 

y -h -^ du -\- -f^ dç, z -h -T- du -h •T- ds^. 
•^ du dv ou Oi^ 

Les quatre points a, b', c', d', dont les coordonnées ont 
les valeurs ci-dessus, ne sont écartés des sommets réels du 
quadrilatère curviligne que de quantités du second ordre. 

Fig. ao. 




W+rftt 



D'ailleurs ils forment les sommets d'un parallélogramme; 
car les coordonnées des points a et b' différant de la même 
quantité que les coordonnées correspondantes de(/etd\ aV 
et dd seront égales et parallèles. 

Nous pouvons donc, dans l'évaluation de l'aire, substituer 
au quadrilatère abcdX^ parallélogramme ab'dd'. 

Ce parallélogramme se projette sur le plan des xy^ suivant 
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un parallélogramme dont les sommet^ ont pour coordonnées 



X, 



y^ 



dx j ày j 

dx , dv j 

ou ^ ou 

dx j ôx j ày , ây , 

x-h ^- du-h -T- dv, >• -h -f- rf« -^ -f- di\ 
ou ov -^ du dv 

D'après un théorème connu de Géométrie, son aire sera 
représentée, au signe près, par le déterminant 



dx dy , 

-^r-du -^du 

du du 

dx dy , 

■T- dv -Y- dv 

dv dv 



^/'^^-^^Warf.-^Crfwrf. 



\du dv d 



X dy\ 

V du) 



On aura de même, pour Taire des projections du parallé- 
logramme sur les deux autres plans coordonnés, les deux 
expressions dr Adudv^ ± Bdudv, 

Désignons par rfo- Taire du parallélogramme aVdd , On 
sait que son carré est égal à la somme des carrés de ses pro- 
jections. On aura donc 



r/(7 =z v' A.» -+- B* -h C» c^a dv. 

Si x et j' sont les variables indépendantes, cette formule 
se réduit à 

d(s^=^\J\ -^ p^-\-q^ dxdy. 

326. Indicatrice. — Proposons-nous de nous rendre 
compte de Tallure de la surface aux environs d'un de ses 
points. 

Prenons ce point O pour origine des coordonnées et la 
normale à la surface pour axe des z. L'ordonnée -s, déve- 
loppée suivant la formule de Maclaurin, aura pour expres- 
sion 

z-=:i\{ax^-\- 2bxy'h cy*) -hR, 



Sri 



APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DE LA SÉRIE DE TATLOR. 

R désignant un ensemble de termes d'ordre supérieur au 
second. (Les termes d^ordre o et i manquent, car, Torigine 
étant sur la surface et le plan des xy lui étant tangent, z et 
ses dérivées premières devront s'annuler pour a; = o, j' = o.) 
Nous pouvons d^ailleurs disposer de la direction des axes 
OX, OY de manière à faire disparaître le terme en xy. On 
aura alors simplement, en négligeant les termes du troisième 
ordre, 



(I) 



;;zzzi(aj?*-hcj*). 



Si, dans cette équation, nous substituons successivement 
à z une série de valeurs très petites, nous obtiendrons une 
série de courbes de niveau de la surface proposée ; ces courbes 
seront des courbes semblables à la suivante : 



ax^ 



\-=i 



cy^ 



laquelle porte le nom i^ indicatrice. 

Supposons d^abord a et c (fig^ ai) de même signe. Les 



Fig. ai, 




courbes de niveau seront de petites ellipses, réelles lorsque z 
a le même signe que a et c, imaginaires lorsqu'il est de 
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signe contraire. La surface est donc située tout entière du 
même côté de son plan tangent , et n'a qo^un seul point 
commun avec lui. 

Si a et c {Jig* sa) sont de signes contraires, les courbes 
de niveau sont approximativement (dans le voisinage de l'ori- 
gine) des hyperboles y ayant pour asymptotes les deux droites 
définies par l'équation 

Le plan tangent coupe la surface suivant une courbe se 
confondant, dans le voisinage de l'origine, avec ces deux 
asymptotes. Les plans parallèles situés au-dessus donnent, 
pour sections des hyperboles telles que H, les plans situés en 

Fig. aa. 




dessous des hyperboles K tournant leur convexité aux pre- 
mières. 

Enfin, dans le cas de transition où a ou c sont nuls, les 
courbes de niveau sont formées de deux droites parallèles. On 
dira, dans ce cas, que O est un point parabolique de la 
surface. 



327. Courbure des lignes tracées sur une sur/ace. — 
Considérons maintenant une ligne L tracée sur la surface et 
passant par le point O, et proposons-nous d'évaluer sa cour- 
bure en ce point. 



APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DE LA SÉRIE DE TATLOR. 3l3 

Menons le plan osculateur au point O à la ligne L; soient 
ijig- 23) Y l'angle de ce plan avec Taxe desz; «p l'angle de sa 




trace OQ sur le plan des xy avec l'axe OX. 
Soient enfin 

M un point de la courbe infiniment voisin de O ; 

x^ y^ z ses coordonnées; 

P et N ses projections sur le plan OXY et sur la droite OQ; 

k la courbure cherchée. 

La droite OQ étant tangente à L au point O, on aura^par 
une formule connue 

MNr=îA:OM«, 

d'où 

aMN 



k = 



OW 



Mais le triangle MPN donne 



MN=: 



cosY 



2C0SY 



D'autre part, 



CM* = 57- -f- 7* H- 2* = o?' H- r', 



en négligeant z^^ qui est du quatrième ordre; on aura donc 
, a.r'-f-cy' acos*^ -h csin*cp 

COSY(^*-h/*) COSY 

On voit, par cette formule ; 

i" Que la courbure cherchée ne dépend que de la posi- 
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tion du plan osculateur de la courbe L. La courbe L aura 
donc la même courbure que la section plane faîte dans la sur- 
face par son plan osculateur; 

a*^ Que la courbure d^une section plane est égale à 
celle de la section normale menée par la même tangente, 
divisée par le cosinus de V obliquité. Ce résultat est connu 
sous le nom de théorème de Meunier; 

3° Que la courbure d'une section normale est donnée 
en fonction de V azimut (f par la formule 

k =ia cos' çp H- c sin' «p. 
Cette formule a été donnée par Euler. 

328. Les maxima et minima de cette expression, consi- 
dérée comme fonction de cp, correspondent évidemment à 

Y zz= o et ç = - • Les deux sections correspondantes se nom- 

ment sections principales et ont pour courbures respectives 
les quantités a et c, que Ton nomme courbures principales. 

Le rayon de courbure d'une section quelconque est, par 
définition, l'inverse de sa courbure; son signe indiquera 
d^ailleurs dans quel sens le rayon doit être porté sur la nor- 
male pour donner le centre de courbure. 

Suivant que Tindicatrice est elliptique ou hyperbolique, 
les courbures principales a et c seront de même signe ou de 

signe contraire. Dans ce dernier cas, le rayon de courbure -r 

changera de signe en passant par oc , pour les valeurs de cp 
déterminées par Téquation 

tang«^ = — -, 

lesquelles correspondent aux asymptotes de Tindicatrice. 

Enfin, si l'indicatrice est formée de deux droites paral- 
lèles, 7 conservera toujours le même signe, mais deviendra 
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infini pour une seule direction (pour <f.= -> si c'est le coeffi- 
oient c qui est nul). 

329. Considérons deux sections normales perpendiculaires 
entre elles et ayant respectivement pour azimut f et 

ç, = ç ^ On aura pour leurs courbures 

k = acos*<p -H csin*<p, 

kl =1 a cos' «pi H- c sin* «pt = a sin* «p -h c cos' cp, 

d'où 

A: -I- Atj = a H- c. 

Donc : la somme des courbures de deux sections nor- 
m,ales rectangulaires est constante et égale à la somme 
des courbures principales. 

330. Si a=^c^ Findicatrice est un cercle et la formule 
d'Euler devient k = a. Toutes les sections normales auront 
donc même courbure. Enfin la direction des sections prin- 
cipales est indéterminée. On nomme ombilic un point de la 
surface qui jouit de ces propriétés. 

331. L'équation du plan tangent à la surface au point 
(•^»^» -3) étant ; 

la normale aura pour équations 

X — ^ Y — j Z — ^ 

P " q ^ — T" 

D'ailleurs 5, p, q sont fonctions de deux variables indépen- 
dantes x^y. Les normales à la surface formeront donc une 
congruence. 

Pour reconnaître le caractère particulier de cette con- 
gruence, cherchons comment se distribuent autour de la 
aormale OZ les normales infiniment voisines. 
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On a 



p ■=. ax -h. . ., 
q^=. cy H- 

Si donc on suppose x el y infiniment petits, on aura, au 
deuxième ordre près, 

- = o, p^ax, q — cyy 
ce qui donnera, pour équations des normales dont il s'agit, 

ax cy 

ou 

X := J7 — axTi^ 

^^y-cyZ, 

La droite, ainsi définie, rencontrera la normale OZ, si Ton 
peut satisfaire aux deux équations 

o=zx — axlL^ o=^y — cyZ. 

Si O n^est ni un ombilic ni un point parabolique, cela 
pourra se faire de deux manières : 
i^ En posant 



2° En posant 



07 = 0, Z=: -: 



^ a 



Les deux foyers de la congruence situés sur la normale OZ 

auront pour ordonnées - et - • Ils se confondront donc avec 
^ a c 

les centres de courbure des sections principales. Ces points 
portent le nom de centres de courbures principaux. 

Les normales infiniment voisines de OZ, qui la rencon- 
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trent au foyer Z = - correspondant à a; = o, ont pour équa- 

c 

tions 

et sont situées dans le plan des YZ. Ce plan est donc le plan 
focal. 

De même, au foyer Z= - correspondra comme plan focal 

le plan des XZ. D'où ce résultat : 

L^s plans focaux sont rectangulaires et se confondent 
avec les plans des sections principales. 

Les plans principaux de la congruence, se confondant avec 
les plans focaux (315), seront les plans des sections princi- 
pales, et ses points principaux seront les centres de courbure 
principaux. 

332. Examinons maintenant le cas où O serait un ombilic 
ou un point parabolique. 

I** Si O est un ombilic, on aura a = c. Les deux foyers 
coïncident. Enfin les normales infiniment voisines de OZ, 
ayant pour équations 

X=a? — axZ, ^=^y — «/Z, 

viennent toutes la rencontrer au même point Z = -• 

^ a 

2? Si O est un point parabolique, pour lequel on ait c = o, 
par exemple, le foyer correspondant sera à l'infini. Les nor- 
males voisines de OZ auront pour équations 

X = a? — uxTa^ Y = y 

et seront parallèles à OZ pour a: = o. La normale OZ sera 
donc une droite singulière dans le système des normales. 

333. On voit, par ce qui précède, qu'un système de 
droites 

(a) \z=za-\-bt^ Y=:a|H-6|r, Zr=a,-h6,^, 
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dépendant de deux paramètres a, ^, n'est pas formé, en gé- 
néral, de normales à une même surface. Il faut, en effet, 
pour qu'il en soit ainsi, que sur chaque génératrice les foyers 
et les points principaux se confondent. 

Proposons-nous de trouver directement l'expression de la 
condition à remplir pour que les droites (a) soient normales 
à une même surface. 

Posons à cet effet, pour plus de simplicité, 

b _ b, _ b^ __ 



v/6*4- ^î-h b\ \Jb^-^b\ -i- b\ \[^^b\ -^ b\ 

t^SJb'^bX^bXu. 

Les équations (2) pourront s'écrire 

et l'on aura 

(3) c«+c;-^cî=:f, 

d'où 

(4) Ce/c-4-Cié/CiH-C,</Ct=: O. 

Soient maintenant x^ y^ z les coordonnées du point où 
l'une des droites (2) coupe la surface cherchée; la valeur 
correspondante de u. On aura 

(5) J?=r:a4-c6, ^^zaj-hCiO, ^ nr aj-+- c,6, 
et, comme la droite est normale, 

c c, Cî 

d'où 

(6) /^ — f ^-^-r 

Il s'agit de trouver des fonctions x^ y^ 5, 6 des variables a 
et ^, telles que les équatione (5) et (6) soient satisfaites. 
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Les équations (5) dîfférentiées donneront 

dx:=Lda 4- ^dc -h cé/9, 
dy =: dai 4- 6 dci ~\- Cidb, 

da^-h 6rfc,-f- Cjf/B :=: dz =ipdx -+- qdy 
c c 

ou, en chassant le dénominateur c^ et tenant compte des 
équations (3) et (4)^ 

cda-h Cl dai -+- ^t ^j -h <iO •= o. 

Remplaçant é/a, fi^ai, ^^2» ^ psir leurs valeurs 

da j àa j^ 



et égalant séparément à zéro les termes en doL et en d^y on 
aura les deux équations 



da 

C-r- 


-H Cl 


dai 
doL 


da^ 


+ 


de 


— o, 


da 


-4-Ci 


dai 
à? 


da^ 


+ 


de 

d3 


— o. 



Prenons la dérivée de la première équation par rapport 
à ^y celle de la seconde par rapport à a, et retranchons-les; 
disparaîtra en vertu de la relation connue 

m ___ a^e 

et il restera Téquation de condition 

à ^ da d ^ da 
d^ doL doL d? 

ou, en effectuant les calculs et supprimant les termes qui se 

détruisent, 

yfdc da de da\ 

\d^di'~T%à?)~'^' 
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334. Les théorèmes généraux démontrés sur les con* 
gruences, étant appliqués aux normales à une surface, mon- 
trent que par chacune déciles passent deux normalies (sur- 
faces composées de normales) dé veloppables. Elles se coupent 
à angle droit, les deux plans focaux qui leur sont respective- 
ment tangents étant perpendiculaires l'un à Tautre, comme 
nous l'avons vu. 

Les intersections de ces normalies avec la surface portent 
le nom de lignes de courbure. Par chaque point de la sur- 
face passent deux lignes de courbure ayant respectivement 
pour tangentes les tangentes à la surface situées dans les plans 
focaux. Ces plans étant ceux des sections principales, les 
lignes de courbure seront en chaque point tangentes aux 
sections principales, et se couperont à angle droit. 

335. Il est aisé de trouver l'équation diflerentielle qui 
caractérise ces normalies et la grandeur des rayons de cour- 
bure principaux relatifs à une quelconque d'entre elles. 

Soient, en effet, x, y, z et j; -+- rfx, y -+- dj^y z-{- dz les 
coordonnées de deux points infiniment voisins delà surface; 

— ^-^ = — rr-^ = — p — les équations de la normale au 

point {xj^j 3). En introduisant une nouvelle variable ty égale 
à la valeur commune de ces rapports, on pourra mettre ces 
équations sous la forme 

La normale au point ( or -+- dx^ y + dy, z + dz) aura des 
équations analogues 

X-=iX-\-dœ -^ {X-hd\)tiy 
Y=y^dy^{B-hdB)t„ 
Z=s -i-dz-h{C-^dC) t^. 

Ces deux droites se rencontreront, si Ton peut donner aux 



APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES DE LA SÉRIE DE TATLOR. 3a f 

variables t et t^ des valeurs T et T| telles que l'on ait 

X = j?-hAT-:^-hrfj7 4-(A-+-rfA)T,, 
Y ^7 + BT -y -hdy-i-{h -H ^)T„ 
Z :^ 5 4- CT ~ z -i-dz -\-{C-^dC)Ti 



ou, en réduisant y 



(7) 



o — û?jr i-A(Ti — T) -t-Tiû?A, 
o --- dy -T- B(Ti — T) H-Tit/B, 
= e/;5 4-C(Ti— T)-hTie/C. 



Pour que ces équations soient compatibles, il faudra qu'on 



ait 



(«) 



dx A dX 
dy B é/B 
e/5 C dCt 



— o. 



Il ne restera plus qu'à substituer aux diverses quantités 
qui figurent dans cette équation leurs valeurs en m, v, du^ dv. 

Les normalies développables une fois déterminée» par 
l'équation différentielle précédente, leurs intersections avec 
la Surface proposée donneront les lignes de courbure. 

336. Reste à déterminer le rayon de courbure principal. 
En le désignant par R, on a évidemment 



R = v/(X-^)*-h(Y — /)*-f-(Z — i;)«--^Tv/A«4-B«-hG*- 

D'ailleurs, les équations (7) montrent que T| — T est infi- 
niment petit. On pourra donc poser 

Rz=Tjv/A*-hB«-hC*. 

Pour déterminer T|, on n'aura qu'à remplacer dans les 
équations (7) ûte, dy, dz, rfA, rfB, rfC par leurs valeurs 

, da: - • dx j 
dx = -.— du ~\- -^r- dv, 
au av 



J. — Cours, I. 



ai 
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Elles deviendront 



= 



o = 



o = 



dx , 
-r- du 
du 


dx , 
dv 


A(T» 


-^du 
du 


dv 


B(T» 


-^du 
au 


dv 


C(T, 



-T)+T.^rf« + 



\du 



'M 



_T,. T. (».,..«.,.) 



-T) 






du 



dC 
d^> 



dX 



Éliminant entre ces équations les rapports des quantités 
dUy dçj T| — T, il viendra 



(9) 



dx 
du 

dy 
du 

ds^ 
du 



dX^ 
dB^ 
dC^ 



dx dkrj. 



dy 
dv 

dz 
dv 



dB^ 



B 



dC 
dv 



Ti C 



Substituant pour T| sa valeur 



R 



y/A* -+- b^ ^ C* ' 

on aura, pour déterminer R, une équation du second degré, 
comme cela doit être. 



337. Voyons ce que deviennent ces formules dans le cas 
simple où z est donné en fonction de x^ y y supposées va- 
riables indépendantes. On aura, d'après nos définitions, 



A = 



dz zz=Lpdx 
dp-=^ rdx 

dq --=z sdx 

p, B = ^, 



tdy, 



— I. 



L'équation différentielle (8) des normalies développables 
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deviendra 

dx p rdx -\- sdy 

G = dy q sdx H~ tdy 

(lo) { pdx -\- qdy — i o 

"- [(i -\- p'^)s — pqrldx^ -\-\{i -+-/?*)/— (i 4- q*)r]dxdy 
'-[{i-hq^)s — pqt]dfK 

D'autre part, x et^ se confondant avec u et r, on aura 



dx dx ÔY dv 

au Ov ou ov 



—.. I. 



dk._dp^_ 
du dx ' 



dS. dp 

un — — • z^ S 

dv dy ' 



du dx * dv dy '~ 

dC 
du 



= o, 



dz_ 
du 

T,= 



dC 
dz 
R 



I 

L'équation des rayons de courbure deviendra donc 



(II) 



I H- 



/•R 



sR 



S/^ 



<I' 



aW 






^= 1-+- 



V 1 -4^ />* -h 7* 



v/iH-/?*~i-y* 



- o, 



338. Aux ombilics, Téquation des normalies développables 
est identiquement satisfaite. On aura donc, pour déterminer 
ces points, les équations 

(i4-;?')5 — /?7/' = 0, 
(i4-y^*)^ — (1 -\-q^)r--^o, 
{l-^q^)s-'pqt-Oy 
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qui se réduisent aux deux suivantes : 



(12) 



1 -H p* pq I -h 7* 



/• 



En les combinant avec Téquation de la surface, on aura, 
pour déterminer les coordonnées des ombilics, trois équa- 
tions généralement distinctes. Le nombre des ombilics sera 
donc limité. 



339. Enfin, aux points paraboliques, la normale est paral- 
lèle à une normale infiniment voisine. On pourra donc dé- 
terminer le rapport de du à dv de telle sorte qu'on ait 



dk 
A 






C 



ou, en désignant par t la valeur commune de ces rapports, 



du 



du 



()B , 

-r— du 
OU 



-T-dv 
av 

âC 



~. A t, 



ht, 



■^-du-}-^dv-—Ct. 
ou ov 



Éliminant duy dv^ t, on obtient Téqualion de condition 



(i3) 



dk 
du 

dh 
du 

dC 
du 



dk 
ai' 
dB 
di' 

dC 
dv 



^ ^ B 



^ ^ C 



En la combinant avec les équations de la surface, on ob- 
tiendra les équations de la courbe formée par les points para- 
boliques. 

Si z est exprimé en fonction des variables indépen- 
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dantes J7,j^y réquation (i3) se réduira à 

r s p 
s t q 
G o — I 



(i4) o=- 



.ç« — rt. 



340. Lignes asympto tiques. — Continuons à désigner 

par 

A(X — x) -h B(Y — 7) -h G(Z — :;) — o 

réquation du plan tangent à la surface au point (^, JS z, u, v). 
Les coordonnées x H- Aa:, y 4- A^, z-\- Lz d'un point infi- 
niment voisin satisferont à cette équation au second ordre 
près. Il existera néanmoins deux directions (l«s asymptotes 
de l'indicatrice) suivant lesquelles elles y satisfont jusqu'au 
troisième ordre près. Pour déterminer ces directions, substi- 
tuons dans le premier membre de l'équation les valeurs des 
coordonnées 

j? -+- Aj? =1 07 H- dx -4- \ d}x -h . . . , 

y -4- A/ --:.y -H- rfj -r- 1 e/*7 H- . . . , 
JZ ~\~ A>S i-i^ ^ ~T~ itZ ~\~ "S et S ~\~ • • • • 

Dans le résultat de la substitution, les termes du premier 

ordre 

\dx -h Bdy -h Cdz 

s'annulent identiquement. Ceux du second 
{{Kd^x-hBd'y^Cd'z) 



- i A ( ^^ dii^ 4- 2 -T — r- dud{' -h -T-r dv^ ] -h 



étant égalés à zéro, donneront une équation du second degré 

1 , • d^> 

pour déterminer -7- • 
^ du 

Soit M = 'K^, i^) l'une des racines de cette équation. On 
pourra trouver une fonction v^=^^{u) satisfaisant à l'équa- 
tion différentielle 
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et qui se réduise à Vo pour u i= Uqj Uq et Çq étant des con- 
stantes choisies à volonté. 

La courbe définie par Téquation v = ^(u), jointe aux 
équations de la surface, satisfera en chacun de ses points à 
Téquation difTérentielle précédente; elle sera donc tangente 
en chaque point aux asymptotes de Tindicatrice. 

Les courbes ainsi définies se nomment lignes asympto- 
tiques. Par chaque point de la surface (//q, ^'o), il en passe 
évidemment deux, réelles ou imaginaires, correspondant aux 

deux racines de Téquation en -j-* 

S\x^y sont pris pour variables indépendantes, on aura 

vX l'équation différentielle des lignes asymptotiques se ré- 
duira à 

o=:^d*z :-- rdjc^ -\- sdxdy -r- tdy*. 

341. Appliquons les théories qui précèdent à quelques 
exemples. 

Sur/aces de résolution. — La tangente au parallèle étant 
évidemment perpendiculaire au plan méridien, la normale 
sera située dans le méridien. Les normales en deux points 
consécutifs se couperont donc si ces deux points sont dans le 
même méridien. Elles se couperont également si le déplace- 
ment a lieu le long d*un parallèle, car il est évident que les 
normales à un même parallèle forment un cône de révolution 
autour de Taxe. 

Les lignes de courbure seront donc les méridiens et les pa- 
rallèles. 

342. Surfaces déseloppables, — Elles sont, par défini- 
tion, Tenveloppe d'un plan mobile, dont l'équation contient 
un paramètre variable a. Soit 

(i5) ^.z=/(a)j:'4-?(a)/4-^/(a) 

Téquation de ce plan. Celle de la surface s'obtiendra en 
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considérant a comme variable et défini par Téquation 

(16) f\^)œ -h ç'(a)7 + ^.'(a) = o. 

Le plan (i5) étant tangent à la surface, on aura 
L'équation des lignes de courbure sera donc 



dy ?(«) ?'(a)rfa 
dz — I o 



13 o. 



Cette équation contenant doi en facteur, l'une des séries 
de lignes de courbure sera donnée par l'équation dd = o, 
d'où a = const. 

Mais les points de la surface pour lesquels a a une valeur 
déterminée sont ceux de la génératrice suivant laquelle elle 
touche un même plan tangent. La première série des lignes 
de courbure sera donc formée des génératrices; la seconde 
sera formée des lignes qui coupent ces génératrices à angle 
droit. 

On remarquera que, dans les surfaces développables, tous 
les points sont paraboliques, car les normales sont parallèles 
entre elles le long d'une même génératrice. C'est d'ailleurs 
ce qu'exprime l'équation aux dérivées partielles de ces sur- 
faces trouvée au n® 68. 

343. Ellipsoïde, — On a 
, . ^* r* z^ 

^'7) ^ + &^ + ?='' 

d'où 

. ox xd,T vdy zdz 

a* b^ c* 

~~ 2 du? a* ' '^ dy 6* ' 1 dz c* 
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L'équation des normalies développables sera donc 



dx 


X 

à} 


dx 
a' 


dy 


y 


dy 
b^ 


dz 


z 


dz 



-o, 



ou, en chassant les dénominateurs et effectuant les calculs, 

(a* — c^)ydxdz 4- (6* — à^)zdydx -\- (c* — b^)xdzdy^= o, 

ou, en multipliant par z et substituant à z^ et zdz leurs va- 
leurs tirées de (17) et (i 8), 

ou, en divisant par — (a^ — c-) et posant, pour abréger, 

ù*(a' — c*) ' ' </-— c-^ ' 

o ■=: xydx* — M xy dy* — {x^ — M^'* — N ) dx dy. 

On obtiendra les ombilics en écrivant que cette équation 
devient identique. 

Or, si z n'est pas nul, dx et dy sont indépendants l'un de 
Tautre, car ils ne sont liés que par Téquation (18), qui con- 
tient l'indéterminée dz. On aura donc séparément 



d'où 



xy ^=0, x^ — Mj* — N = o, 



U' — b* 



y-^o, x^±sl^^^-±a\^-^^ 
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et 



ou bien 




a; - 
d'où 






- — --ni/ 



Enfin^ pour 3 = 0, on obtiendra, par raison de symétrie, 
quatre nouveaux ombilics, en posant 



On voit immédiatement que, sur ces douze ombiliq^, il y en 
a quatre réels. Ce sont les quatre premiers, si Ton suppose, 
pour fixer les idées, a >► 6 > c. 

Ce sont les points de contact des plans tangents parallèles 
aux sections circulaires. Cela devait être, car, pour un sem- 
blable point, un plan parallèle au plan tangent et infiniment 
voisin coupe la surface suivant un cercle, ce qui est Tune des 
définitions des ombilics. 

344. Courbure d^une surface. — Considérons, sur une 
surface S, la portion tî limitée par une courbe C; soit a* son 
aire. Par les divers points de C, menons les normales à la 
surface. Par un point O de l'espace, menons des parallèles 
à ces normales : elles formeront un cône. Décrivons autour 
du point O une sphère de rayon i. La portion t' de la surface 
de la sphère contenue dans l'intérieur du cône se nomme, 
d'après Gauss, la courbure totale de la portion de surfaces. 

lue rapport — sera sa courbure moyenne. Enfin, on appellera 

courbure de la surface S, en un point (^, J', z), la courbure 
moyenne d'un élément infiniment petit de celte surface con- 
tenant le point {x,yy z). 
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345. Pour déterminer celle courbure, supposons d'abord 
que l'élément de surface soit limité par les deux lignes de 
courbure MN, MP, qui se croisent au point (j:,^r, -s), et par 



Fig. 2], 




deux lignes de courbure infiniment voisines PQ, NQ. Ces 
lignes se croisant à angle droit, Télémenl MXPQ pourra 
être assimilé à un petit rectangle plan, et son aire a* sera sen- 
siblement représentée par le produit MN.MP. 

D'autre part, la normale en N sera contenue (aux infini- 
ment petits près du second ordre) dans le plan mené par la 
normale en M et la tangente à MN, car elle passe par le centre 
de courbure et par le point N, qui tous deux sont dans ce 
plan. De même la normale en P sera dans le plan mené par 
la normale en M et la tangente à MP. Ces deux plans sont 
évidemment rectangulaires. 

Cela posé, si, par le point O, centre de ]a sphère, on mène 
des droites Om, Ow, Op parallèles à ces normales, les plans 
0/7i/«, Omp seront rectangulaires. L'élément de surface 
sphérique o^ aura donc ses côtés rectangulaires et aura pour 
aire le produit de ces côtés, qui sont évidemment les angles 
a et tti formés par la normale en M avec les normales en N 
et P. 

Mais on a évidemment 

A' et ki représentant les courbures des lignes MN et MP, 
lesquelles sont évidemment égales aux courbures principales. 
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On aura donc ce théorème : 

La courbure dune surface en un point est égale au 
produit des courbures des sections principales. 

Pour établir complètement cette proposition, il faut pour- 
tant démontrer que le résultat resterait le même si Ton con- 
sidérait un élément a* de forme quelconque, au lieu de Félé- 
ment particulier que nous avons choisi. 

Pour le faire voir, décomposons cet élément o* {fig^ 25), 

Fig. 35. 




par un réseau de lignes de courbure, en une infinité d'élé- 
ments plus petits. Ceux de ces éléments qui forment le 
pourtour de la figure pourront être négligés, car ils ne repré- 
sentent qu'une partie infiniment petite de Taire a-, et leur 
courbure totale est également infiniment petite par rapport 
à 0^. Chacun des autres éléments étant limité à des lignes de 
courbure, on pourra lui appliquer le théorème. D'ailleurs, 
les courbures A: et A:*, relatives à chacun de ces éléments, 
peuvent être remplacées par les valeurs des mêmes courbures 
pour le point M, qui en diffèrent infiniment peu. 

IX. — Coordonnées curvilignes. 

346. On définit le plus souvent la position d'un point dans 
l'espace par ses trois coordonnées x^yj z. 
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Mais si Ton change de variables en posant 

7 — ?(^«, *')» 

on voit que jr, jk? 'S seront déterminés lorsqu'on connaîtra 
tf u, V. On peut donc considérer ces nouvelles variables 
comme constituant un système de coordonnées -différent du 
système ordinaire, et auxquelles on donne le nom de coor- 
données curvilignes. 

Les équations (i), résolues par rapport à t^ m, Vy donne- 
ront 

/ t rr F(a;,^',s), 
(2) I Wr-.-*(j7, r, 5), 

Les points pour lesquels t a une valeur constante C repré- 
sentent une surface F(x,jKî ^)= ^^' ^^ donnant successive- 
ment à cette constante toutes les valeurs possibles, on ob- 
tiendra un système de surfaces. Les équations 

u r— *(jc, y, 5)-- const.^ 
v -^- W( j-, V, z)---' const. 

représenteront deux autres systèmes de surfaces. 

Par chaque point «, 6, c de Tespace passe une surface de 
chacun de ces systèmes. Car si, dans l'équation générale 

V{^x,YyZ)—.consl, 

des surfaces du premier système, on donne à la constante la 
valeur particulière F (a, 6, c), la surface correspondante 

passera évidemment par le point (a, 6, c); de même pour les 
deux autres systèmes. 
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Les plans tangents en un point {^t^^ z) aux trois surfaces 

F(X,Y,Z):r--F(ar,j,^), 
*(X,Y,Z)=--*(ar,7,^), 

qui s'y croisent ont respectivement pour équations 

-r- (X — a:) -h -j- (^ — r) H- -r- (Z — 5) — o, 
dx dv ^ ' dz ^ ' 

d^* d"^' d^ 

Ils se couperont à angle droit si Ton a les équations 



(3) 



dF d^ 
djo dx 


dF d* 

-H- -.- -v- H- 

dy dy 


dF d* 
dz dz 


— 0, 


d^ d^' 
dx dJi 


d^d^' 
dy dy 


d^ d^' 
dz dz 


— 0, 


d^ dF 
dx dx 


d^ dF 
• ày dy "" 


dw dF 
dz dz 


0. 



Si ces équations sont identiquement satisfaites pour toutes 
les valeurs de or, y, z, les surfaces des trois systèmes se cou- 
peront partout à angle droit, et formeront ce qu'on nomme 
un système orthogonal, 

347. La distance A5 de deux points infiniment voisins 

(^, u^v) et (^ + dty u -r du, ç -\- ^/ç^) est évidemment donnée 

par la formule 

A^« = Aj7« -+- A/' -h A5', 

et sa valeur principale par 

ds^ = dx* H- dy* -h dy* 

\dt du dv ) 

z^.'^dt*^ Ml du* 4- M, c^(« 

-+- ^^dudv-^ 2^idvdt -i- 2^idtdu, 
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en posant, pour abréger, 

du ai' du di^ du dv 

' " dv dt dv dt di' de' 

^ _dj d/ df d^ d^ d^ 
dt du dt du dt du 

348. Si les coordonnées tj u^ v forment un système ortho- 
gonal, on aura 

A A, A, 

en posant, pour abréger, 

^■-m'-mn^y- 
Hpj^fjH^y- 

En effet, les équations (2) donneront, par différentiation 
et division par y^, \/^y V^^a» 

dt i /dF . dF . dF ,\ 

"F —1= "ï" "-^ ■+■ T~ " J "+■ T" "^ ) » 

v/Â v^^ V^-^ ^-^ <^- / 

dv I /dV , dV ^ dV 



v/a, v^A, \<^-^ <^J 



ày-^^dzj 
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Les quantités -rr -v— > ^~ -r-' ••• sont les coefficients 

^ y/A àj: y/A df 

d^une substitution orthogonale, car on a immédiatement 
\s/l àxj \^y/A oy ) \^y/A àz 



D'autre part, outre les équations (3), on aura 

_i. ^Ç JL ^* I dF j[_ d* I ^ I (?* 

V/Â àx y/Â é^J7 y/i d/ y/i i:^/ y/^ dz yjl dz ^ ' 



On aura donc, en faisant la somme des carrés des équa- 
tions (4), 

dt" du^ dv^ , , , , -, 
— 1- —- — dx^ -\- dy^ -h dz^, 



ce qu'il fallait démontrer. 

349. Si, dans les équations (i), nous faisons varier u et(^, 
par exemple, en laissant constante la valeur de t^ le point 
(x^yy z) décrira, comme on l'a vu, une surface 

'F{x,y,z)--.t, 

que nous appellerons, pour abréger, la surface /. 

Proposons-nous d'évaluer le volume de l'élément infini- 
ment petit compris entre les surfaces 

tf t-i- dt, M, M -H du, r, V -i- dv. 

Les huit sommets de cet élément auront respectivemeni 
pour coordonnées 

/{t, u, V)y /{t -h dty Uy V) y . . . , /( ^ H" dt y U 4" dU y V "h dv) y 

f&(tyUyV)y ^{t -hdty U, V), ..., 9 {t -\- dt y U -^ dU y Ç \- di^) y 

^{tyU,\^)y ^{t-h dty Uy i^)y ..., ^ {t -^ dt y U ^h dU y \^ -}- dç) y 
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quantités égales, au second ordre près, aux suivantes : 



y y-^^dt 
- "-^^^-^dt 



x-^ —de -h -T-àu 
ot du 

> -h -yrdt -\- -^ du 
de du 

z ^- -^ dt -Jt- -^ du 
at s au 



ov 

— '" di* 

âv ' 






dv 



Les huit points qui ont ces dernières coordonnées sont les 
sommets d'un parallélépipède infiniment peu différent de Télé- 
ment proposé, et dont le volume sera, d'après une formule 
connue de Géométrie, égal à la valeur absolue du détermi- 
nant 

à/ 



'Idt 'JLdu 



dt 



du 



dv 



dv 



d^ j, d^ , d^> , \ T » f , 
^dl V ^« -T- d^' ' -- J df' du dv, 

dv 



dl 



'Ut 
dt 



du 
du 



dv 



J désignant le jacobien des fonctions /, f , <{;. On aura doue, 

pour la valeur principale rfV de Télément de volume cherché, 

Texpression 

d\ = moà{^ dt du dv). 

330. Coordonnées polaires. — Posons, par exemple, 

JT zzz r sinX cos|x, 
j -izz rsinX sin|x, 
z .— rcosX. 

Les nouvelles variables r, \ \k s^^^ont ce qu'on nomme des 
coordonnées polaires. 

Ajoutons les carrés de ces trois équations, il viendra 

J7* -4- ^* -H ^* = r*. 

Les surfaces r = const. sont donc des sphères ayant pour 
centre l'origine des coordonnées. 
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Ajoutant les carrés des deux premières équations et divi- 
sant par le carré de la troisième, il vient 



/.S 



= tang*X. 



Les surfaces X = const. sont donc des cônes de révolution 
autour de l'axe des z. 

Enfin, divisant la seconde équation par la première, il 
vient 

^ =tang[i.. 

Les surfaces [a = const. sont donc des plans passant par 
Taxe des z. 

Ces trois systèmes de surfaces se coupent évidemment à 
angle droit. 

L'élément de longueur ds sera donné en coordonnées po- 
laires par la formule 

ds^ ^= ( sin X ces [i. c?r 4- r cos X cos \t.dk — r sin X sin |jl d\ky 
(sinX sin [i.rfr -+- r cosXsinfAéA -h rsinXcos|jLûf|jL)' 
(cosXrfr — rsinXéA)*i=é/r*-f- r*c?X*-4- r* sin* X <f fi' ; 

l'élément de volume dV^ par la formule 

sin X cos [1. rcosXcosjx — rsinXsinfjL 

sinXsin|x rcosX siiifi. rsinXcosii. 
cosX — rsinX o 

=: modr* sinX drdkd[L. 



d\ := inod 



drdkd\ï. 



L'emploi des coordonnées polaires est surtout avantageux 
dans les questions relatives à la sphère ou aux surfaces de 
révolution. 

351. Dans les questions relatives aux cylindres droits, on 
emploie de préférence les coordonnées semi-polaires 

x^=. r cos fi., 

^ z= r sin |JL, 

<*» —— *§• 
J. — Cours, 1. Qa 
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Les surfaces z = const. représentent ici des plans paral- 
lèles au plan des xy; les surfaces r = const., des cylindres 
droits ayant pour équation x^ -\- y^ := r^ ; les surfaces 

fx =^ const., des plans - = tangjji passant par l'axe des s. Ces 

surfaces se coupent à angle droit. 
On aura d'ailleurs 

ds^ zzz (cosfJLt/r — r sin|jie/|jL)--+- (sin|jLrfr-t- rcosfi.^|x)*H- dz^ 
- dr* -h r*diL^ -+- dz^. 



d\ -1 mod 



cos|jL — rsin|x o 

sin|JL rcosjj. o 

o o I 

- mod r dr d\kdz. 



drd^dz 



3S2. Coordonnées elliptiques, — Les surfaces 

X» Y* Z* 



A-i-X 134-X ' C4-X ~ ' 

où \ est un paramètre variable, forment un système de sur- 
faces homofocales du second degré. 

Par chaque point x^y^ z de l'espace passent trois surfaces 
du système, dont les paramètres seront les racines de l'équa- 
tion 

du troisième degré en \. 

353. Cette équation a ses trois racines réelles, et respec- 
tii'ement comprises entre — A et — B, entre — B et — C, 
entre — C e^ + x» (en supposant, pour fixer les idées, qu'on 
aitA>B>G). 

En effet, posons X := — A + £, e étant une quantité posi- 
tive infiniment petite, le premier membre de l'équation de- 
viendra ' 



jrt yl -î 



■t- 7-. r— I. 



B — A — e ' C — A4-e 
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Le premier terme — est positif et Infiniment grand. Il 

remportera sur les autres, qui sont finis. Le résultat de la 
substitution sera donc positif. 

Si Ton posait ). = — B — s, le premier membre de l'équa- 



tion deviendrait 



s vS ^s 



ÛC* jJ 



Aâ 



A— B— E —s C— B 



+ r^ o I» 



r' 



et serait négatif, le second terme -= — > qui est négatif et in- 

fini, l'emportant sur tous les autres. 

Donc, le premier membre de l'équation change de signe entre 
X = — A4-e et ).= — B — e. Or, il est évidemment con- 
tinu dans cet intervalle. Donc, il s'annulera entre ces limites. 

On voit de même que ). = — B + e donnera un résultat 
positif; X:= — C — e un résultat négatif. Donc, il y a une 
seconde racine réelle dans cet intervalle. 

Enfin, 7, = — C + e donne un résultat positif; >. := + oo 
un résultat négatif. Donc, il y a une troisième racine réelle, 
supérieure à — C. 

Lorsque ). est <C. — A, A-i-X, B-i-X, C-l-X étant néga- 
tifs, la surface représentée par l'équation (5) sera imaginaire. 

Si X> — A et < — B, A + X étant positif et B-j-X, 
C 4- X négatifs, la surface sera un hyperboloïde à deux nappes. 

Si X > — B < — C, ce sera un hyperboloïde à une nappe. 

Enfin, si X > — C, ce sera un ellipsoïde. 

Donc, en chaque point de l'espace se croisent trois sur- 
faces du système, à sa\?oir, un hyperboloïde à une nappe, 
un hyperboloïde à deux nappes et un ellipsoïde, 

334. Ces surfaces se coupent à angle droit, — Soient, 

en effet, 

X» Y« 7J _ 

X« Y« Z« 

=11 



A-+-X, B-hX, C-hX, 
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deux de ces surfaces qui se coupent au point (^^y^z). Leurs 
plans tangents ayant respectivement pour coeflicients 

.r y s 

A-hX/ B-hX/ C-i-X,' 

X r z 

A -h A,' B-hXj' C-i-X,' 

ia condition de Torthogonalité sera 

«y»* <%/* fi 

^ ^ (A4-Xi)(A-hX,)"^(B-hX*)(B-f-X,)'^(C-hX,)(C-hA,)^'^* 

Or cette équation s*obtient immédiatement en retranchant 
Tune de Tautre les deux équations 



A-+-X, "^B-rX, "^ Ch-X, ""*' 
ûc^ y' z^ 

A -r X, B -h Xj C -r Xj * 

et supprimant le facteur commun X2 — X|. 

355. Prenons maintenant pour nouvelles coordonnées d'un 
point (^i^'i^) les trois racines )n> ^2> ^3 de réqualion (5). 
Elles seront liées à x, j', z par les relations 

^î yi rt 



^— T- ='» 



A -h Xi B -h Xi L H- Xi 



.r« v« '^ 



-+• i-r — r- + r^ r = ' » 



A 4- X, B -t- X, C -h X, 



j^% yï ^i 



=: I. 



A 4- X3 B -h X, C 4- X, 
Des deux premières, on déduit, par l'élimination de 5^, 
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OU, en réduisant et supprimant le facteur commun )^2 — ^o 



A-G , B — C , _ 

On trouvera de même 

A-C , B-C ,_ 



(A-hX0(A-hX3) (B4-Xi)(B4-X,) 

Éliminons y^^ il viendra 

A — C/B-f-X, B-hX, 



-x,v 



A + X.VA + X, A + X,/"^'*-^'"^* 
ou, en réduisant et supprimant le facteur Xj — ^2, 



(A-C)(A-B) 

(A + X,)(A-hX,)(A + X,) 

,_ (A + X,)(A-f-X,)(A + X,) 
^- (A-B)(A-C) 

On trouvera de même 

,__ (B + X,)(B-hX)(B-hX3) 
^ "" ^B— A)(B — C) ' 

,_ (C-}-XJ(C-hX,)(G-f-X,) 
(C-A)(C-B) 

Les coordonnées x,y^ z n'étant déterminées que par leurs 
carrés, à chaque système de valeurs de X|, Xj, X.3 correspon- 
dront huit points, dont un seul situé dans le trièdre des coor- 
données positives. 

3S6. Pour calculer l'élément de l'arc ds en fonction de \%^ 
^2? ^3j prenons les dérivées logarithmiques des deux mem- 
bres des équations précédentes. Il viendra 

dx d\x dk^ rfX, 



jc A-i-X| A-i-X, A + X, 
dy dki dXf rfX, 

a — :— =z: ■ 1- 1 — y 

y B-hXi B-hX, B-f-X, 
dz dk^ é/)v] dkj^ 



Z C-+-Xj C4-X, G4-X, 



343 PKBWÈKB PAKTIE. — CHAPITRE Y. 

d'où 

ds* = dx* -+- dy* H- d!s» 

_..^»/ rfx, rfX, rfX, Y 

""* Va + X, A+X, A-(-Xj 

/ rfX, rfX, rfX, \* 

^ i -./_^ ^ _^ + ^» V 

"^♦'' Vch-x, C + X, c + xj 

- f'*^' L(A+X,)' "^ (B +X,)« "^ (C + X,)*J 

' 'L(A + X,)' "^(B + X.)»"^(C + X,)'J 

i^,r X* y' __£L_1 

* '[(A + X,)' "^(B + X,)'^(C + X,)*J* 

Les autres termes se détruiront en vertu de l'ëquatioa (6) 
«K de ses analogues. 

Reste à calculer la somme 

I r X* Y* s* 1 

4 L(A-)-X,)' "^ (B + X,)* "^ (G-i-X,)»J 

et ses analogues. 

Substituant les valeurs de j;',jy*, 5', cette somme devient 

ij - (A+X.)(A+X.) (B + X,)(B + X,) 

4L(A— B)(A— C)(Ah-X,) (B— A)(B-C)(B-hX, 



) 

(C + X,)(C-(-X,) 



(G — A)(C — BXG + X 



è 



elle est égale à 



4 (A-+-Xi)(B-f-Xi)(C-i-X,) 



On peut le vérifier immédiatement en appliquant à cette 
dernière expression, considérée comme fraction rationnelle 
en \xy la règle connue pour la décomposition en fractions 
simples. 

Donc, en désignant par M| cette fraction et par M2, M3 
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deux fractions analogues qu'on obtiendrait en permutant cir- 
culairement )^iy ^^a, X3, on aura 

(7) ds*=:M^dX\ 4- Uid\\ -h Mj^AJ. 

357. L^expression de Télément de volume compris entre 
les surfaces X| , )^i + cTk^ , )^2> ^2 + ^ai ^sj ^s -H cfkz peut s'é- 
crire immédiatement. En effet, cet élément est sensiblement 
un parallélépipède rectangle , ayant pour côtés les distances 
respectives du point ()^i, 7^2^ X3)aux points (X| ■+- cfki^ Xj, Xj), 
(X|, Xa-r ^^2, Xj), (X|, X2, X3-I- cfXj). La première de ces dis- 
tances se déduit de la formule (7) en posant 

et sera égale ày/M|eAi; la seconde sera y^M^ 6^29 1^ troi- 
sième ^.Micfki, Leur produit 



sera le volume de l'élément. 

338. Théorème de Dupin • — Si trois systèmes de sur- 
faces 

F(jr, j^, 5)== const., 4>(ir,j', 5) = const., V(j?, j^, 5):zz const. 

forment un système orthogonal, elles se coupent mutuel- 
lement suivant leurs lignes de courbure. 

Soient F(x, jKî ^) — c = o, ^(x,^, z) — C| = o deux sur- 
faces quelconques prises dans les deux premiers systèmes. 
Prenons pour origine des coordonnées un point quelconque 
de leur intersection ; pour plans coordonnés les plans tan- 
gents à ces surfaces et à la surface W{Xjy^z) — C2=^o du 
troisième système qui les croise en ce point. 

Le plan des xy étant tangent à la surface F — c^ on aura, 
pour X = o^y = o, .s = o, 

dx ^ dy 
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On aura d*ailleurs t-<o, sinon Torigine serait un point 

singulier sur la surface F — c, hypothèse que nous excluons. 
Le plan des yz étant tangent à la surface ^ — C\y on aura 
de mémey pour x =y = 5 = 0, 

-T-- 1= o, -V- = o, 
ôf oz 

mais 

Enfin, le plan des zx étant tangent à la surface W — c^» 
on aura, toujours pour x = j^ = 5 = o, 

d^ d^ dw ^ 

5J=^' 5:9^^' dy<''' 

Cela posé, les trois systèmes étant orthogonaux, on aura 
identiquement 

^F d<P dF â^ dF d* 



dx dx ' df dy ' dz dz ' 

&P â^ d^ âW d^ d^' _ 
àx dx dy dy dz dz ~~ * 

dw dF dW âF dw dF 

-h -:: r— =0. 



dx dx dy dy dz dz 

Prenons la dérivée de la première équation par rapport 
à y, il viendra 

d*F d^ ÔF d^^ â^F d^ 



dxdy dx dx dxdy dy^ ôy 



dF d^^ d^F d^ dF d^^ 

-T— >— = O. 



ày dy* dzdy dz dz dzdy 

. dF dF d^ d^ 
Arorifiine des coordonnées, où -r-> -t-> -t-> t- s'annulent, 
^ , ^ dx dy dy dz * 

cette équation se réduit à 

d*F d^ dF d^'P _ 



dxdy dx dz dzdy 
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Prenant de même la dérivée de la deuxième équation par 
rapport à z, celle de la troisième par rapport à Xy et faisant 
ensuiteo: = j^ =: ^ =0, on trouvera les deux équations ana- 
logues 



= 0, 



dj'dz à y dx àxàz 

— = o. 



dzdx dz dy dyôx 

Ces trois équations, linéaires etiiomogènes en > . > TT"^' 

-r— >— > montrent que ces quantités s'annulent, car le déter- 

dF {^4* d^ 
minant de ces équations, étant égala 2 -r^ -7- -r-y est^ o. 

On aura donc, à l'origine des coordonnées, non seulement 

r — c = o, -7- = o, -—- = o, mais encore -r — r- = o. 

dx ' dy ' dxôy 

Cela j)osé, soient, pour abréger, A, B, C, • . • les valeurs 

j dF I ()«F I ()»F ,, . . T X • J TLf 

de — j - -^-,^9 - x^* • • • po"^ 1 origine. La série de Mac- 

OZ 2 OX 3 ^^ 

laurin donnera 

o — F — c=LA^-}-Bjr»-4- C7* -f- . . . , 
d'où 

"~"" A"^ —^7 -h.... 

Ce développement ne contenant pas de terme en xy^ les 
plans coordonnés seront les sections principales de la sur- 
face F — c. Donc, l'axe desjKi qui est tangent à l'intersec- 
tion des deux surfaces F — c, O — C|, sera en même temps 
tangent à l'une des sections principales. 

Mais l'origine est un point quelconque de l'intersection 
des deux surfaces F — c et <ï> — C| ; cette courbe sera donc 
tangente en chaque point à l'une des sections principales, ce 
qui est l'une des propriétés caractéristiques de la ligne de 
courbure. 
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359. Corollaire. — Les lignes de courbure de V ellip- 
soïde sont ses intersections avec les hyperboloïdes homofo- 
eaux. 

Car les ellipsoïdes et les hyperboloïdes homofocaux à Tel- 
lîpsoïde considéré forment un système orthogonal. 
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CHAPITRE YI. 

THÉORIE DES COURBES PLANES ALGÉBRIQUES. 



I. — Genre. 

360. Soît 

Téquation d^une courbe plane algébrique d'ordre n. Son 
premier membre contient un terme constant, deux termes 
du premier degré, trois du deuxième, ..., enfin n-{-\ 
termes du degré n. On en aura en tout 

361 . // existe toujours une courbe de degré n passant 

(/l ->- l) (/l -h 2) . , , , , 

par '—^ — I points donnes a, o; a^, 6>i; ..., 

et il n'en existe en général qu'une seule. 

Exprimons, en eflet, que la courbe passe par ces points. 
Nous aurons les équations de condition 

A -+- Ba ~^- Cb -+-...-- o, 
(i) < A -H Bai-1- C/>i-i- . . . _ o, 



lesquelles détermineront les rapports des coefficients A, B, 
C, . . . . L'équation de la courbe sera donc déterminée à un 
facteur constant près, lequel est indifférent. 
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On remarquera toutefois que si le déterminant 

I a b ... 
I a^ bi ... 



est égal à zéro, les équations (i) ne suffiront plus à déter- 
miner les rapports mutuels de A, B, C, . . . . On aura donc, 
dans ce cas, une infinité de courbes passant par les points 
donnés. 

362. Si le nombre des points donnés, au lieu d*étre égal à 

I, se réduisait a 2, les 

2 2 

équations (1) permettraient d'exprimer les coefficients de la 

courbe en fonction linéaire de deux d'entre eux, tels que A 

et B. L'équation de la courbe cherchée prendra donc la 

forme 

AMh-NBi=o, 

M, N étant des fonctions déterminées de x^ y, et les con- 
stantes A, B conservant un rapport arbitraire. En faisant va- 
rier ce rapport, on obtiendra un faisceau de courbes, dont 
chacune passe par les points donnés. 

Mais les courbes du faisceau passent toutes par les ti^ 
points d'intersection des courbes M = o, N = o. Donc, si 

( /i -h I ) ( w -4- 2 ) _ . . j , 

-^ 2 est <I n^y ce qui arrivera des que n surpas- 

•I •. ji j (w-hl)(/l-J-2) 

sera 2, il existera, en dehors des -^ : 2 points 

donnéspour déterminer le faisceau, n^ — ^^ '■ — h 2 

points surnuméraires communs aux courbes du faisceau. 

363. Ainsi, par exemple, soit /i = 3 ; on verra que huit 
points sont nécessaires pour déterminer un faisceau de 
courbes du troisième degré, et que toutes les courbes de ce 
faisceau se croiseront en un neuvième point. 



THÉORIE DBS COURBES PLANES ALGÉBRIQUES. 349 

On déduit immédiatement de là la démonstration de ce 
théorème de Pascal : 

Les trois points de rencontre des côtés opposés d^un 
hexagone inscrit à une conique sont en ligne droite. 

Soient, en effet, i, 2, 3, 4> 5, 6 (Jig' 26) les côtés consé- 
cutifs de l'hexagone; (i, 4)i (2, 5), (3, 6) les points d'inter- 
section des côtés opposés i et 4? ^ et 5, 3 et 6. 

Fîg. 26. 




Les côtés I, 3,5, de rang impair, forment ensemble une 
ligne C du troisième ordre; les côtés 2, 4? 6? ^e rang pair, 
en forment une seconde Ci; la conique et la droite D menée 
par (i. 4) et (2, 5) en forment une troisième Gj. 

Ces trois lignes du troisième ordre ont huit points com- 
muns, à savoir (i, 4)? (2, 5) et les six sommets de l'hexagone. 
Donc C2 passe par le neuvième point d'intersection de C et 
Cl, qui n'est autre que (3, 6). 

Ce point se trouvant sur C^, et n'étant évidemment pas sur 
la conique, sera sur la droite D. 



364. Théorème. — Une courbe plane algébrique d^ ordre 

Hf r{Xyj') = o, ne peut avoir plus de points 

singuliers sans se décomposer en courbes d^ ordre inférieur 
à n. 

Supposons, en effet, qu'elle en ait davantage. Faisons 
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passer une courbe ^ d'ordre n — i par i points 

pris sur F, parmi lesquels il y en ait -^^ h i 

qui soient singuliers. Chacun de ceux-ci compte pour plu- 
sieurs intersections. En effet, soient P Tun d'entre eux, [jl son 
degré de multiplicité. Si l'on altérait infiniment peu les coef- 
ficients de la courbe ^, elle ne passerait plus au point P, mais 
dans son voisinage, et y couperait les |jl branches qui se croi- 
sent en ce point. On aurait donc [x intersections distinctes 
qui, pour la courbe ^, se confondront en une seule. 

Chaque point singulier comptant ainsi pour deux intersec- 
tions au moins, le nombre total des intersections de F et de ^ 
sera au moins égal à 

/i(/i-!-0 (n — \)(n — Si) , . 

— 1 H \-i-zn{n — 1)4-1. 



2 2 



Mais deux courbes d'ordre n ei n — i ne peuvent avoir 
plus de /i(/i — i) intersections sans se confondre au moins en 
partie. Donc F, ayant une partie commune avec <&, sera for- 
mée de plusieurs courbes. 

365. Soit ¥{x,y) = o une courbe algébrique de degré n, 
non décomposable, et possédant d points doubles et r re- 
broussements. Admettons , pour plus de simplicité, qu'elle 
n'ait aucune singularité d'ordre plus élevé. On aura, d'après 

ce qui précède, 

^ (n — i)(n — 9.) 



^< 



2 



Soit <[>(jc,jk) =^ o une autre courbe dont le degré m soit 
^ n. Elle coupera F en mn points. II existera d'ailleurs une 
infinité de courbes du même degré m qui ont les mêmes in- 
tersections avec F. Elles sont données par la formule géné- 
rale 

* -+- FG — - o, 

G étant un polynôme quelconque de degré m — /i. 
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L indétermination des coethcients 

2 

de G permet d*annuler un nombre égal de coefBcients dans 

<ï> -H FG. Il en restera 

(m -|-i)(/n -h 2) (m — n-h\){m — /i -f- 2) _ /i(2m -^3 — n) 
2 2 2 

On peut déterminer ces coefficients de telle sorte que la 

courbe <ï> -h FG passe par les rf -|- r points singuliers de F 

n(im -1-3 — n) , . j* • 

et par — ^^ — i — a — r^=q points ordinaires 

pris arbitrairement sur cette courbe. Les équations de condi- 
tion qui en résultent, linéaires et homogènes par rapport à 
ces coefficients, permettront de les exprimer (à un facteur 
constant près, qu'on peut supposer égal à i) en fonction ra- 
tionnelle des coordonnées ^i, jKô ^a> JKâî • • • des points ci- 
dessus. 

Les coordonnées des autres points d^intersection des 
courbes F et O + FG s'obtiendront comme il suit : 

Éliminant^ entre ces deux équations, on formera l'équa- 
tion finale en x 

de degré mn^ et dont les coefficients sont des fonctions ra- 
tionnelles des coefficients de F et de <t> + FG, et, par suite, 
des fonctions rationnelles des coefficients de F et des coor- 
données X| , ^1 ; j:2, J'2 ; .... 

Cette équation admet pour racines les abscisses j^i, j:^, • . . 
des points donnés; celles des points multiples seront même 
des racines doubles. 

Désignons par Q(^) le produit des facteurs linéaires de 
^{x) qui correspondent à ces racines, par R(x) le produit 
des autres facteurs ; on aura 

*{x)^q{x)K{x), 

R(âr) étant encore un polynôme dont les coefficients sont 
rationnels en x^ , y^ ; x^, v^ ; • • . . 
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Le degré de V (or) est /w/i,etceliii deQ(jr)seray + ^d-^2r 
(chacun des d -^ r points singuliers comptant pour deux in- 
tersections. Celui de Il(-r) sera donc égal à la différence 

— a — /• 

a 

de ces deux nombres. II est remarquable que ce nombre soit 
indépendant de m. On le nomme le genre de la courbe F, 
et on le désigne ordinairement parla lettre/?. 

Soit Ç une des racines de R(^) = o. L'ordonnée corres- 
pondante 7| s^obtiendra en cherchant, |par la méthode du 
plus grand commun diviseur, la racine commune aux deux 
équations 

F(?,7) = o, <I>(?,7) + F(?,j)G(Ç,j) = o. 

Elle sera ainsi exprimée en fonction rationnelle de ^ et de 
^\ ^yti •^2> J'i ; . . . . 

Remarque, — Si m, au lieu d'être > w, comme nous l'a- 
vons supposé, était égal k n — i ou à /i — a, la courbe 4> con- 

j . 1 , . (m -h i) (m -4- a) ,^ , 

tiendrait dans son équation paramètres ; et le 

nombre des intersections de ^ et de F, dont on ne pourrait 
pas disposer, serait 

(m-4-i)(m-^a) ^ _ 

mn h I — a — r. 

a 

Ce nombre est encore égal à /?. 

Nous obtenons donc la proposition suivante : 

Théorème. — Soient F == o une courbe d^ordre n et de 
genre p ; m un nombre entier au moins égal an — a. On 
pourra déterminer une courbe d^ ordre m, passant par les 
points singuliers de F, et telle que, sur les intersections des 
deux courbes, mn — p soient en des points de la courbe F 
assignés a priori. Si d^ ailleurs on désigne par x^^y^\ 
^sjj^aî • • • l^s coordonnées de ces points d'intersection, 
les abscisses des p points d'intersection restants seront les 
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racines dUine équation de degré p à coefficients ration- 
nels en oCiy y^\ x^^ ^2] - - »t ^^ leurs ordonnées s^ expri- 
meront rationnellement en fonction de l'abscisse corres- 
pondante et de Xi , ^1 ; X2^ J^2 î • • • • 

366. Signalons encore le théorème suivant : 

Théorème. — Si le genre de la courbe Y{x^y) = o est 
nulj son équation pourra être remplacée par un système 
de deux équations de la forme suivante, 

'•f et ^ désignant des fonctions rationnelles. 

Imaginons, en effet, une courbe de degré m<,n et de Tes- 
pèce ^ H- FG, ou une courbe O de degré n — i ou /i — 2, 
assujettie à passer par les points singuliers de F et par des 
points ordinaires, en nombre inférieur d'une unité à ce 
qu'il faudrait pour achever de la déterminer. L'équation de 
cette courbe prendra la forme 

AM -h BN = o, 
M et N étant des fonctions déterminées de x^y^ ou 

en posant, pour abréger, -^ = ^. 

Considérons, comme tout à l'heure, l'équation finale 

qui donne les abscisses des points d'intersection des deux 
courbes. Le nombre des intersections données a priori étant 
moindre que tout à l'heure d'une unité, le degré de R(x) sera 
/> + I, et, comme on suppose/? = o, il sera égal à l'unité. 

Il est d'ailleurs évident que les coefficients de cetle équa- 
tion R(j:)=o sont rationnels par rapport aux coefficients 
des courbes F et M -f- N^, et, par suite, rationnels par rap- 
J. — Cours, I. 23 
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port à t. On aura donc, pour la racine unique de cette équa- 
tion, une valeur rationnelle 

(2) ^ = ?(0. 

L'ordonnée correspondante y^ étant une fonction ration- 
nelle de X et des coefficients de la courbe M -f- N^, sera égale- 
ment une fonction rationnelle de ^, telle que la suivante : 

(3) 7-=^(0. 

Cela posé, assujettissons la courbe M -h N ^ à passer par 
un nouveau point pris à volonté sur F. Cette nouvelle condi- 
tion déterminera la valeur de t, qui sera liée aux coordon- 
nées X, y de ce point par les équations (2) et (3). Faisons 
maintenant varier la position de ce point, de manière qu'il 
décrive toute la courbe F. Ses coordonnées x, y et la nou- 
\ elle variable t seront liées à chaque instant par les équations 
(^')et(3). 

On nomme courbes unicursales celles dont les coordon- 
nées Xy y peuvent être ainsi exprimées en fonction rationnelle 
d'un même paramètre t. 



IL — Coordonnées homogènes. 

367. Dans ce qui précède, nous avons considéré les courbes 
à discuter comme représentées par des équations en coor- 
données cartésiennes. Mais les théories qui nous restent à 
exposer prennent une forme plus élégante si Ton change de 
variables, ainsi qu'il suit : 

368. Coordonnées trilinéaires. — Les coordonnées car- 
tésiennes étant représentées par X et Y, posons 

a X-h b Y-f-c =pa:, 
(i) \ aiX-+-ô|Y-hCi = p7, 

ajX-f- bfY H- Ci=^pz, 
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a, b^ Cy ... étant des constantes quelconques dont le déter- 
minant ne soit pas nul, et p un facteur indéterminé. 

La présence de ce facteur ne permet pas d'assigner la va- 
leur des quantités x,y^ z; mais si Ton divise les équations 
membre à membre, p s'éliminera, de telle sorte qu'à chaque 
système de valeurs donné à X et Y correspondra un système 

bien déterminé de valeurs des rapports -> *—• 

Réciproquement, à chaque système de valeurs de œ, y^ z 
correspondra un système unique de valeurs pour X et Y, 
qu'on obtiendra en résolvant les équations (i) par rapport à 
X, Y, p. Ces valeurs seront évidemment de la forme 

Y_ «1^ - ^ Pi.r-^ïi^ 

et ne dépendront que des rapports mutuels des quantités x, 

Les nouvelles variables Xy y^ z ainsi définies se nomment 
des coordonnées linéaires ou homogènes. 

Les équations jj = o, ^ = 0, 2 = représentent respecti- 
vement les trois droites 

aX4-^Y-+-c=o, 
a,X4- ^iY-i-c,r-o, 
at^-r- 61Y-4- c,=^ o. 

Le triangle formé par ces droites se nomme triangle de 
référence. 



Si Ton posait 


/ ^ — X { 4- [JL r, -h V C, 


(3) 


J^Xjî-hfXiT, 4-Viï, 


d'où 


;; — X,5 4-|x,7i-i-v,î;, 



\z=Llx-\-my->rn 5, 
(4) { TO = ^1^ +- rn^y -+- ii^, 



(5) 
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Ç, Tj, Ç formeraient un nouveau système de coordonnées trili- 
néaires, ayant pour triangle de référence 

î 

Réciproquement, toute fonction linéaire de X et de Y pou- 
vant être mise sous la forme (5) par un choix convenable 
des constantes /, /??, /?, deux systèmes de coordonnées Irili- 
néairos correspondant à des triangles de référence diflerenis 
seront liés entre eux par des équations linéaires, telles que 

(3) ou (4). 

369. Soit maintenant 

F(X,Y)=r:0 

Téqualion d'une courbe de degré n. Substituons à la place 
de X, Y leurs valeurs (a), et chassons les dénominateurs. On 
obtiendra une équation de la forme 

dont le premier membre sera une fonction entière, homogène 
et de degré n. 

Cette homogénéité nous sera très utile, en nous permet- 
tant de faire usage de l'équation aux dérivées partielles 

àf ùf df . 

à laquelle il a été démontré que satisfait toute fonction ho- 
roogcne de degré /i (n** 64). 

370. Covariants. — Soit/(j::, r, ^) une fonction homo- 
gène du degré /?, dont les coefficients A, B, . . . sont des 
constantes indéterminées. Si nous posons 

, Z ^X,Ç -h |A,7J -h V,Ç, 
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\ [A, V, . . . étant des constantes dont le déterminant D soit 
différent de zéro,/(j?,j', z) sera transformée en une nouvelle 
fonction 

(7) /{^^ 4- R -h vi;, . . . , A, B, . . .) —/{^, T), C, A|, B,, . . .) 

de même degré, et dont les coefficients Ai , B| , . . . seront des 
fonctions linéaires de A, B, . . . . 

Cela posé, soit P(j:, r, 5, A, B, . . .) une fonction entière 
et homogène, par rapport à x, y, z d'une part et à A, B, . • • 
d'autre part. Si, en substituant pour ^, t;, 2^, Ai, B|, . . • leurs 
valeurs en :r, ^, ^, A, B, . . . , on a identiquement 

(8) P(5, 7i, C, A„ B„ . . .) = M P(x,7, z, A, B, . . .), 

M désignant un facteur convenable, on dira que la fonction P 
est un covariant de f. Ce sera un invariant si les variables 
x^y, z n'y figurent pas. 

371. Il est aisé de déterminer la nature du facteur M. 
En effet, les relations (6), résolues par rapport à Ç, T], ^, 

donneront 

I^rmlx-^-my-^n z, 

/, m, /i, • . • étant des fonctions rationnelles en X, |a, v,. . . , 
ayant D pour dénominateur commun. 

Cela posé, substituons dansP(i,ri, !^,Ai,Bi, . ..),àlaplace 
de $, Tj, Ç, A|, Bi, • . . , leurs valeurs en fonction de :r, y, z, 
A, B, . . . . L'expression obtenue sera évidemment du même 
degré que P(a:,7, z, A, B, . . .), tant par rapport kx,y^ z que 
par rapport à A, B, . . .. Le quotient M de ces deux expres- 
sions sera donc une fonction de X, [a, v, . . • , /, m, /i, . . . seu- 
lement; et si l'on remplace /, m, n, . . . par leurs valeurs 

en \ [A, V, . . ., il prendra la forme -^j Q désignant une 

fonction entière de À, [a, v, . . . , et a un entier. 
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Or, en appliquant aux fonctions 

/(Ç^^î, ^y A,, Bj,. . .) et P($, T„ ;, A,, Bj,. . .), 

la substitution (9), on retrouverait évidemment 

/(?, 'i, Ç, Al, Bi, . . . ) — /(x, j, ;;, A, B, . . .) 
et 

(ïo) P(;r,7,5, A,B, ...) -MiP(Ç, 7j,Ç,Ai,B,, ...), 

M, = ^~ étant formé avec /, m, n, . . . , comme M l'est avec 

/*• r^) ^9 • • • • 

La comparaison des équations (8) et (10) donnera 

car les déterminants D| et D sont évidemment inverses l'un 
de l'autre. 

Mais, si l'on remplace dans Qi les quantités /, m, /i, . . . par 
leurs valeurs en)^, [jl, v, . . . , cette expression prendra la forme 

=-r> R désignant une fonction entière.. 

On aura donc QR == D^ ; donc Q, et par suite M= ~^, se 

réduira à une puissance de D, telle que D*. 

Pour déterminer l'exposant A", faisons une hypothèse parti- 
culière, en posant 

(11) œ — lit j— Xt), x;=:Xï, 

d'où 

D = X». 

La fonction / étant d'ordre /i, cette substitution multi- 
pliera tous les coefficients par X". On aura donc 

P(Ç, T), ;, A„ B„ . . .) - P(f . 'l^ l> AX-, BX», . . . j 

^X-'«^«/'P(j:,7,5,A,B,...), 
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m étant le degré de P par rapport aux variables, et p son degré 
dans les coefficients. 

On aura donc, en général, 

^- 3 

372. Les covariants satisfont à un système d'équations dif- 
férentielles qu'il est aisé de former. 

A cet effet, désignons, pour plus de clarté, par a^^^ le coef- 
ficient du terme en x'^y^z^ dans la fonction /{x^y^ z) ; nous 
aurons 

la sommation s'étendant à tous les systèmes de valeurs de a, 
P, Y qui satisfont à la relation a + ^ 4- y = m. 

Opérons sur cette fonction la substitution particulière de 
déterminant i , 

(12) a:— ï-f-£T), 7 1=71, XÎ--Ç, 

e étant un inHniment petit. On aura 

/(? + --^o r,, î) -^ 2a.^,(Ç + £7i)«t;Ct 

ou, en développant et négligeant les termes du deuxième 
ordre en e, 

Remplaçons, dans la seconde somme, a par a -h i et [i par 
P — 1 ; elle prendra la forme 

La sommation s'étendra aux mêmes systèmes de valeurs des 
indices que précédemment, à l'exception de ceux où l'on 
aurait ^ = o. 

Réunissant les deux sommes en une seule, il viendra 

/(Ç H- £7), T,, Ç) r= 2:[a.jjT -h 6(a -M) «.+,,p_,^ J5«T,PCT. 

On voit que, dans la transformée, le coefficient a.^^ sel-a 
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remplacé par a.p^ + e^r.^.,^^.,^^ (à moins qu'on n'ait ^ = o, 
auquel cas il reste inaltéré). 

Cela posé, Téquation (8), qui définît les covariants 
P( ^,JK, ^, • • • 5 «ap7> . . .) se réduira, dans ce cas particulier, à 

^^ * (Ç -r- ÊTjjTj, ,9, . . . ûf,pv, . . . ). 

Remplaçons, dans cette identité, Ç, tj, JJ par x, y, z, et dé- 
veloppons par la formule de Ta^lor, en négligeant les termes 
du second ordre ; il viendra 

la sommation s'étendant à toutes les valeurs des indices pour 
lesquelles on a a -h p 4- 7 = /i et p >> o. 

En permutant les variables x, y^ z et en même temps les 
indices a, J3, y, on obtiendra cinq autres équations analogues, 
exprimant que la condition de covariance est satisfaite pour 
chacune des substitutions particulières 

X — ç, r - T^ -h e?, z -■- C, 

(i3) {^ — s, 7— Ti-heC, - -î, 

Réciproquement, toute fonction homogène qui satisfait à 
ce système d'équations différentielles est un covariant. 

En effet, en vertu de l'homogénéité, elle satisfera encore à 
la condition de covariance pour la substitution (i i), et l'on 
peut s'assurer aisément que toute substitution linéaire s'ob- 
tient par la combinaison de substitutions successives des 
formes (i i), (12), (i3). 

373. Pour bien apprécier l'Importance de la notion des 
covariants, nous remarquerons qu'une propriété quelconque 
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de la courbe /(j:,j', ^) == o est généralement représentée par 
une ou plusieurs relations entre ses coefficients. 

Admettons qu'une certaine propriété soit représentée par 
un système d'équations 

A =:= o, B -= o, . . . , 

où A, B, ... soient les coefficients d'un covariant P. Celte 
propriété sera commune à toutes les courbes de la forme 

(i4) f{\œ -\- (xj-hv^, \^œ -4- |x, jH-vj4;, l^x -h |j.,jk -H ^,5) = 0. 

En effet, puisqu'on a identiquement P(^, y^ 5, A, B,) . . . = o, 
l'équation (8) donnera 

P(?,T^i,î,Ai,Bi,...) — o, 
ou, en remplaçant i, tj, J^ par x,^, z dans cette identité, 

P(j7,7, 5, Aj,Bi,...) — o- 

Or le premier membre de cette relation n'est autre chose 
que le covariant analogue à P formé avec les coefficients de 
la courbe (i4)' 

Ces propriétés, communes à toutes les courbes de la forme 
(i4)j se nomment propriétés projectiles. On appelle pro^ 
priétés métriques celles qui sont spéciales à la courbe /. 

374. Dans les applications qui vont suivre, nous poserons, 
pour abréger, 

dx ~-^*' dy "'^*' Tz ~^'' 

àll _f à\f ._ d-f _, 

dx^ "'•^**' J^ -^"' "5? ~'^"' 

dxôy ~^'' "•^"' djd^ -Ju~/u, ^j-^ -M -yu. 
37o. Discriminant, — Il est généralement impossible de 
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déterminer les rapports de a:, y y Zy de manière à satisfaire 
simultanément aux trois équations 

/i ■— o, fi — o, f^ — o. 

Il fauty pour cela, une équation de condition 

Az=o, 



qu'on obtiendra en éliminant - et — entre ces trois équa- 
tions (après les avoir divisées par 5''"*). 

La quantité A se nomme le discriminant àe f. C'est un 
invariant. En effet, soit o(Ç, t^, 'Ç) ce que devient f{^, y^ z) 
par la substitution 

et soit A| le discriminant de ^ . La condition nécessaire et 
suffisante'pour qu'on puisse annuler simultanément les dé- 
rivées partielles -^; = 'f ,, -r- = 'f2> -rb = 'fs, sera A, = o. 
Mais, si nous prenons les dérivées partielles de l'équation 

/(^,J, -)=-■? (?,T^nï) 
par rapport à Ç, 7^, Ç, il viendra 

Ces relations montrent que, si l'on peut annuler à la fois 
fil f'ij /sj on pourra annuler à la fois ^1, Ç2? ?3) et récipro- 
quement. Donc, les deux équations A = o. A, = o sont équi- 
valentes et ne peuvent différer que par un facteur constant. 
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376. Hessien, — On Domme liessien de /le déterminant 



Hz- 



yii yii fiz 
/il yij yij 



Ce n'est autre chose que le jacobien des trois fonctions 
f\7 fil fil et H = o exprimera, comme on sait, la condition 
nécessaire et suffisante pour qu'il existe une relation linéaire 
entre rf/i,rf/a, rf/3. 

Soit H| le hessien de cp. H| = o sera la condition néces- 
saire et suffisante pourquoi existe une relation linéaire entre 
rfjpi, rfçp2, rfcpj. Mais les équations (i5) différentiées permet- 
tent d'exprimer rf^i, d^29 d^3 en d/i^ d/2, rf/'s, et récipro- 
quement. Si donc il y a une relation entre df, df^^ df%y il y 
en aura une autre entre d'^^^d^^j d^3^ et réciproquement. Les 
deux équations H = o, H| =0 sont donc équivalentes et ne 
peuvent différer que par un facteur constant. 

Le hessien est donc un co variant. 

377. Tangente, — Soient (x, y, >s) un point d'une courbe 
algébrique/; (X, Y, Z) un second point infiniment voisin ; 
on aura 

o=/(X,Y,Z) 
— /(a:-4-X— ^,7-f-Y— V, 5-hZ — 5) 
^' ^ ^ .--/-i-/(X-^)-i-/.(Y-/)-h/3(Z-^) 

-^-iL/ii(X-^)*^2/,,(X-x)(Y-7)4-...]+.... 

Négligeant les termes du second ordre, et remarquant 
qu'on a 

(17) f—o, fyX-\-f^y-\f^z — nf—Q, 
l'équation se réduira à 

(18) /,X+/,Y+/,Z = o, 

et représentera une droite, tangente à /au point (a:,_j^', z). 
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378. Points singuliers. — Ce résultat est en défaut pour 
les points singuliers, où Ton aurait non seulement /= Oj 
mais encore 

(19) /i — o, /t = o, /a — o, 

car les termes du premier ordre, s'annulant identiquement, 
n'apprennent plus rien sur Tallure de la courbe^ et il faut re- 
courir à ceux du second. 

Pour qu'il existe un point singulier sur la courbe /, il faut 
que les équations (19) soient compatibles; d'où la condition 
A r= o. Cette condition est suffisante, car la quatrième équa- 
tion à satisfaire, /=o, n'est qu'une conséquence des trois 
autres, d'après la formule (17). 

Les fonctions /i, y^, f^ étant homogènes de degré n — i, 
on aura, pour un point singulier, 



(20) { /ji J^-+-/«7 -!-/«- -(/i — O/ï — o» 



V /si^ +/ajj -:H/33- - {n — 0/3 --" o. 



Éliminant entre ces équations les rapports de :c,j^', Zy on 

aura l'équation 

n=:o. 

Enfin, les équations (20), respectivement multipliées par 
X, y^ z et ajoutées ensemble, donneront 

(2i) /iio:» 4- lf^^xy-\- o. 

379. Pour étudier l'allure de la courbe/ aux environs du 
point {^x^y^ z)^ on égalera à zéro les termes du second ordre 
dans le développement (16). Kn tenant compte des relations 
(20) et (21), on obtiendra l'équation 

/i,X»-f-2/ijXY -f-. . . — o. 

Le premier membre de cette équation se décompose en un 
produit de deux facteurs linéaires. On sait, en effet,* par la 
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théorie des coniques, que cette circonstance se présente 
lorsque le déterminant 

/il yiî y 13 

/il /JJ 713 
/ai /3I 733 

que nous avons désigné par H, est égal à zéro, et nous avons 
vu que c'est ici le cas. 

L'équation représente donc un système de deux droites, 
qui seront les tangentes au point double (^, J', z). Si ces 
deux tangentes coïncident, {x^y, z) sera un point de re- 
broussement. 

Sî/h>/i2?'-* s'annulaient identiquement, il faudrait re- 
courir à l'examen des termes du troisième ordre, et ainsi de 
suite. 

380. Points d^infiexion. — Soient {x^y^z) un point 
d'inflexion de /; 

/,X4-/,Y+/3Z^o 
la tangente correspondante ; 

la tangente au point infîniment voisin. Ces deux tangentes 
devant coïncider, par définition, on aura 



A 



h 



h 



et, par suite, en désignant par k un facteur convenable. 



(22) 

Mais on a 



dt\ — A/„ dU — X/î, dj\ — kj\. 



dJi—Jxidx-^-fy^dy 
dh~tt\dx-\-J^^dy 
dfz—fiidx^f^^dy 



AidZj 

ftz dz, 
Jz^dz, 
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D'ailleurs /i 5/2,/» étant homogènes et de degré n — i , on 

aura 

^fii — y fit -^^/ii — (n — i )/„ 

Vil - v/îî — Vîi -^ ( « — ' )/i, 

^A\ - v/ï5 -^ Vïï — ( 1 — 0/j- 

Les équations (2a) pourront donc s'écrire ainsi : 

A"^ A* V 

On doit d'ailleurs supposer que <ir > e/^' — 



71 — I "^ 71 — I 

rf.3 ^ ne s'annulent pas à la fois ; car, si cela avait 

n — I '■ 

lieu, dxy dy^ dz étant proportionnels à x^ y^ z^ le point 
{x -\- dx^y -r dy^z-r- dz) ne différerait pas du point {x^y^z)^ 
puisque la position d'un point ne dépend que des rapports 
de ses coordonnées. 

Il est donc nécessaire que le déterminant 



H=^ 



/il yii fit 
ft\ fit /m 
fzi y 31 /a3 



soit égal à zéro. 



381 . L'équation H = o représente donc la condition néces- 
saire et suilQsante pour qu'un point non singulier de la courbe 
y=o soit un point d'inflexion. Les deux courbes y=o, 
H = o, étant respectivement d'ordre n et 3(/i — a), auront 
3(/i — a)/i intersections. S'il n'existe pas de points singu- 
liers, on aura donc 3(/i — 2)/i points d'inflexion, et les rap- 
ports des coordonnées seront fournis pour chacun d'eux par 
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les équations / = o, H = o. Mais, s'il y a des points singu- 
liers, la courbe H = o y passera, comme nous l'avons vu. 
Pour avoir le nombre vrai des inflexions, il faudra donc re- 
trancher du nombre total des solutions communes aux équa- 
tions /=o, H = o celui des solutions correspondantes aux 
points singuliers, comptées chacune avec le degré de multi- 
plicité qui lui convient. 

382. .Pour déterminer le degré de multiplicité relatif à 
l'un quelconque P de ces points singuliers, on opérera de la 
manière suivante : 

Soient 

/ X -\-m y ^ Il Z r:=Oy 

/j œ -H m, j -h /ij z --= o, 
l^x H- m^y -+- rifZ -— o 

les équations de trois droites quelconques, dont les deux pre- 
mières se croisent au point P et dont nous nous réservons 
d'ailleurs de choisir la direction de la manière la plus conve- 
nable. Prenons pour coordonnées, à la place de x, y^ z^ les 
trois fonctions 

Çzzz/jT-hWjH- nzy 

T, zz: /jo? -h m^y -V- fil z, 

1^ =z l^x -H m^y -h n^z. 

Soit 

?(5,^i, = 

l'équation de la courbe /rapportée à ce nouveau système de 
coordonnées. 

Le hessien étant un covariant, on aura 

H(^,7,s):=Â:H»(?,T),î), 

k étant un facteur constant et Hi le hessien de la nouvelle 

fonction <p. L'équation H = o sera donc transformée dans la 

suivante : 

H,=o. 
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On a d'ailleurs, au point P, 

et ce point, étant singulier, sera commun aux deux courbc> 

?(?.T^oC) — o, Hi(Ç,T., !;) = o. 

11 s'agit de déterminer le degré de multiplicité de cette solu- 
tion. 

Remarquons d'abord que, les rapports des quantités Ç, t^, I 
étant seuls à considérer, on pourra, sans inconvénient, sup- 
poser Ç :=: I . 

Considérons donc les deux équations 

?(?,^nO— o» ni($,T,,l) — O. 

Soient T^i, r^2, ... les diverses valeurs dcTj en fonction de c 
tirées de l'équation ç(Ç, tj, i) = o; N le coefficient de la plus 
haute puissance de 7| dans cette équation, et enfin m le degré 
en Tj de Téquation H| (Ç, Tj, i) = o. L'équation finale résultant 
de l'élimination de 7| sera 

iN''»ni(?,7ii,i)ni(Ç,T.„i)...-o. 

Pour déterminer le nombre de ses racines nulles, on cal- 
culera le premier terme du développement de son premier 
membre, suivant les puissances croissantes de $. Son degré 
sera le nombre cherché. 

383. Supposons, par exemple, que P soit un point double. 
Prenons, pour les droites Ç, T^ les deux tangentes à ce point 

double. 

La courbe 0=^0 devant se confondre aux termes près du 
troisième ordre avec le système des droites $=rr o, t^ r^ o, on 
aura 

Formons les dérivées secondes, et posons Ç ^= i après les 
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dérivalioDs, nous aurons, pour les éléments du délerminanl 
H| (Ç, Tj, I ), les valeurs suivantes : 

<fu= I -H26Ç-H 2CT, -f-. . ., 

ecer. ©13= {n — 2)71 -h (/* — 3)(3ûrç*4- 2 6;t, -^ cr*) 

o„=2cS-H6t/rj 4-. . ., 
■''!-' ^„z^(/i — 2){-f-(/l-3)(6S«-+-2C$r, -+-3r/V) 
''•^' :p,3 := {n — 2)(/l — 3)St, + (/l - 3)(/2 - 4)(a$»4- ... 4- ^r,') 4- .... 

Celaposéy cherchons le premier terme du développement 
de chacune des racines 7||,7|2, . . . de l'équation 

?(5,Ti,l)=0. 

' U faudra pour cela, diaprés la méthode du n^ 94, poser 

/'.■■-. 

et déterminer Texposant [x de trlle sorte que le polynôme 

?(i) "^^ i) présente plusieurs termes d'ordre minimum ; on 

obtiendra ensuite le coedQcient M en égalant à zéro la somme 

de ces termes. 

, : Or on voit immédiatement, à l'inspection de l'équation (23)> 

qu'on devra poser 

p. = 2, M ^=: — a, 

ou 

V — " 
ou, enfin, [ji = o, M étant racine de l'équation 

d-h. , .-+- A:M"-* = o. 

L'équation <p(Ç, 7j,i) = o a donc une racine •f\^ d'ordre a 
par rapport à Ç, deux racines y;2> ^3 d'ordre j, et enfin n — 3 
racines Trj4, . . . d'ordre zéro. 

Si, dans les expressions de <pii, <pi2, <pi3j T22? ^aa? Çssr 
nous substituons à tj sa première valeur t,i, l'ordre de ces 

J. — Cours, I. 3Î 
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dérivées, par rapport à Ç, sera respectivement i, o, 2, i, i,3, 
et Tordre du déterminant 

?ii ?iî ?ij 

Hl(Ç,Trj,0= ®ll ?M ?tJ 

'f3l ?JÎ ®3Ï 

sera, comme on le voit aisément, égal à 3. 

Si Ton donne à 7\ une des deux valeurs suivantes 7^29 ^is? 
les dérivées cpn, ^129 • • • seront respectivement d'ordre -j, 0, 
îî î? ï > f > et H| sera d'ordre f . 

Enfin, si Ton donne à fi une des valeurs y)^, . . • , les déri- 
vées <pii, f 12? • • • et le déterminant H| seront d'ordre o. 

Donc le premier membre de l'équation finale, 

N'«H,(S,T.i,i)H,(Ç,r,„i)...=:o 

( où N se réduit à la constante Xr), sera d'ordre 3 -|- | H- ^= 6. 
Un point double représentera donc, à lui seul, six inter- 
sections des deux courbes. 

384. Passons au cas où P est un point de rebroussement. 
Prenons pour droite t; la tangente en ce point, la droite i 
conservant une direction arbitraire. L'équation de la courbe 
devant se réduire à tj^, au troisième ordre près, on aura 

(24) ?(5,^,C) = VC'-*-h(aî'-h6Ç«T)H-cîV-+-^^')«'-' 



et, pour Ç= 1, les dérivées Çh, ^12? • • • auront les valeurs 
suivantes : 

«p„ =r 2 6Ç -h 2 CT) -I- . . . . 

<p„=: (/i — 3)(3aî*-h 26Ç7) -+-cT)*)-h. .., 

«p„= 2(/l — 2)T)-f-(/l — 3)(6Ç*-h...)-+-..., 

<p„=(n-.2)(n-3)V-h(/i-3)(n-4)(aî»-f-...) + -.- 
Cela posé, l'équation (p(^, tj, 1) = o a deux racines d'ordref, 

3 i 

7)1= v^— a?*-f-. . ., 7), = — y/— aÇ*-f- 
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Les valeurs de cpn, ^129 •• • et de H|, correspondantes à 
chacune d'elles, seront respectivement d'ordre 1, i, 2, o, j, 

3 et 4' 

Les autres racines de l'équation sont d'ordre zéro, ainsi 
que les valeurs correspondantes de <2>ii, f 12. . . . , H,. 

L'équation finale admettra donc la solution ^ = o, avec 
un ordre de multiplicité égal à 4 -1- 4 = 8. 

385. Nous pouvons donc énoncer ce théorème : 

Si une courbe /, de degré /?, présente d points doubles 
et r points de rebroussement, mais n'offre pas de points 
singuliers d^une espèce plus compliquée, le nombre p de ses 
points d' inflexion sera donné par la formule 

p=i:3(/l — 2)« — 6^/ — 8/-. 

386. Polaire. Proposons-nous de mener une tangente à 
la courbe /par un point extérieur (a, 6, c). 

Soit(^,y, ^) le point de contact de cette tangente in- 
connue; il est sur la courbe; donc 

/(j7, V, x;)==o. 

D'autre part, la tangente en ce point passe par a, b, c, 
d'où la condition 

Cette équation représente, si l'on regarde x,jk, z comme 
coordonnées courantes, une courbe d'ordre n — i, qu'on 
nomme \di polaire Au point («, 6, c). 

387. L'équation de cette courbe conserve sa forme si l'on 
change le triangle de référence. 

Posons, en eflet, 

et soit cp($, 7|, Ç) ce que devient l'équation de la courbe. 
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L^identité 

donnera par diiTérentiation 

D^autre part, les nouvelles coordonnées a, ^, y du point 
(ay b, c) sont données par les formules 

Les équations précédentes permettent de vérifier immé- 
diatement l'identité 

388. Classe, — On nomme classe de la courbe / le 
nombre des tangentes qu'on peut lui mener par un point 
extérieur (XfV^z), Leurs points de contact sont donnés par 
les n(n — i) intersections de /avec la polaire de (x, j', 5)- 
Mais la polaire passe évidemment par les points singuliers, 
s^il y en a, ce qui donne des solutions impropres qui sont à 
exclure et dont il faudra assigner le degré de multiplicité. 

Nous opérerons comme pour les points d'inflexion. 

389. Soit P un point double. Par un changement de va- 
riables, nous réduirons l'équation de la courbe à la forme 
(a3). Prenant ses dérivées partielles et posant ensuite 2^ = i, 
il viendra 

©,= (/! — a)Çr, -H (/i — 3)(a|*-h. . .-4-^T,»)H- 

Le point (^ = 0, r, =0) sera un point d'intersection de la 



I 
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courbe proposée 
et de sa polaire 

a?i -+- P?i -+- T?3 = l' ( S, Trj , I ) = O. 

On aura le degré de multiplicité de cette solution en clier- 
chant Tordre par rapport à Ç de la quantité 

Or, Tji étant du deuxième ordre en Ç, il est clair que 
^(Sj ^in sera dWdre i ; VI2 et ^is sont d'ordre ^, et il en sera 
de même de t}^(Ç, 7^2, i)et '1(5, yja, i); les autres racines 7)4, ... 
sont d'ordre zéro, ainsi que les valeurs correspondantes de '1, 
et la constante A:"""*. 

Donc, le degré de multiplicité de la solution sera 

390. Si P est un point de rebroussement, on ramènera 
l'équation de la courbe à la forme (24)- On aura ensuite 

«Pi=(Ai — 2) Tjî-f-(/i — 3 )(«;•-!-...) H- 

L'équation ç(Ç, Tj, i) = o a deux racines r^i, T,a d'ordre -j; 
les valeurs correspondantes de ^(S, t), i) sont aussi d'ordre |. 
Les autres racines 7,3, ... ont pour ordre o, ainsi que les va* 
leurs correspondantes de ^. Le degré de multiplicité de la 
solution sera donc ^ -4- f = 3. 

391. Nous pouvons donc énoncer ce théorème : 

Si la courbe /y de degré /i, a d points doubles et r re- 
brousse ments, sans avoir d'autre sorte de points singu- 
liers y sa classe v sera donnée par la formule 

w =: n{n — I ) — 2d — 3 /*. 
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392. Coordonnées tangentielles. — Soit 

//.r -H i'v -f- il*- =-o 

l'équation d'une droite. Les coefficients //, r, iv (ou plutôt leurs 
rapports) se nomment les coordonnées de la droite. 

Les diverses droites qui passent par un point (<7, 6, c) satis- 
font à Téquation 

un -h s'b -h %vc = o, 

qu'on peut considérer comme représentant ce point. 

Plus généralement, le système des droites qui satisfont à 
une équation homogène et de degré v en //, r, ir, 

T{u,v,sv) — o, 

enveloppe une courbe, dont nous dirons que l'équation pré- 
cédente est Véquation tangentielle» 

Cette courbe sera de classe v, car, si l'on veut déterminer 
celles de ses tangentes qui passent par un point («r, 6, r), il 
faudra associer les deux équations 

F(w, r, lï') = o, ua -+- vb -\- \vc = o. 

Tirant de la seconde équation la valeur de l'une des incon- 
nues w, f, il', on aura une équation de degré v pour déter- 
miner le rapport des deux autres. 

393. Soient (//, c, sv) une tangente à la courbe 

F(//, i-,ii') — o, 

U, V, W une tangente infiniment voisine. On aura, en po- 
sant, pour abréger, F (//, r, tr) = F, --==F,, — = Fo, 

o-r.F(U,V,W) 
" F(m -f- V> — //, c-h V— i', (^-^^V — (v) 
- F + F, (lî - //) 4- F,(V — r) H- FaCW— (1^) 

^-ï[F'.i(^'-'0'-^2F„(i:-//)(V-r)-+-...|4-.... 
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Négligeant les termes du deuxième ordre et tenant compte 
des équations 

F =: o, F, ;/ -h F, V -h Fjir z= v F = o, 

il restera 

F, U -+- F,V + F,W rz o. 

Cette équation exprime que toutes les tangentes infiniment 
voisines de la tangente (^/, t', iv) viendront se croiser en un 
même point (F|,F2, F3); ce point est évidemment le point 
de contact de la tangente (//, r, (v). 

394. La tangente (^/, f, a) sera dite singulière^ si l'on a 
simultanément 

F, =0, F, =1:0. F3 = o. 

11 faudra, dans ce cas, considérer les termes du deuxième 
ordre. Ceux-ci se réduiront à 

(a5) J(F„U*-h^F,jUV-4-...), 

et, le hessien de F étant nul, cette expression sera le produit 
de deux facteurs linéaires. Donc, il existera deux points tels 
que toute tangente infiniment voisine de la tangente (//, c, iv) 
passe par Tun d'eux, autrement dit deux points de contact, 
qui pourront être réels ou imaginaires. On dira, dans ce cas, 
que (w, ^, iv) est une tangente double. 

Si l'expression (25) est un carré parfait, les deux points 
de contact coïncident, et Ton pourrait dire que (w, i', iv) est 
une tangente rebroussante. Mais ce n'est autre chose que la 
tangente à un point d'inflexion, ces points étant précisément 
définis par la condition d'avoir la même tangente qu'un point 
infiniment voisin. 

39o. On pourrait encore appeler provisoirement tangentes 
in/lexionn elles les tangentes autres que les tangentes singu- 
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Hères qui satisfont aux deux équations 





F 0, 


Fu 


Fm F„ 


F.. 

1 


F„ F„ 


•F„ 


F„ F„ 



= o. 



Mais on peut déjà prévoir que, de même que les tangentes 
rebroussantes ont pour points de contact des points d'in- 
flexion, réciproquement, les tangentes inflexionnelies auront 
pour points de contact des points de rebroussement. 

396. Pour achever de rendre cette réciprocité évidente, 
cherchons à former Téquation en coordonnées ponctuelles de 
la courbe qui a pour équation tangentielle 

(26) F (a, i', «') = o. 

Soient (Xf^j z) un point de cette courbe; (i/, r, (v) la 
tangente correspondante. Les coordonnées de son point de 
contact étant F|, F2, Fj, on aura nécessairement 

jc y z 

f^""f;-f;' 

Éliminant les rapports de w, r, w entre ces équations et 
( 26), on aura une relation 

(27) /{x,y,z)z=zo, 

qui sera Téquation ponctuelle cherchée. 

Réciproquement, proposons-nous de passer de l'équation 
ponctuelle (27) à Téquation tangentielle (26). 

Soient (w, r, w) une tangente de la courbe ; (x, ^', z) son 
point de contact. 

L^équation de la tangente ayant pour coefficients /j, /»,/», 
on aura 
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et Ton aura Téquation tangentielle en éliminant les rapports 
de x^yj z entre ces équations et (27) 

On voit qu'il y a réciprocité parfaite entre les deux modes 
de représentation d'une courbe par ses points ou par ses tan- 
gentes, et que tout théorème qu'on aura établi en donnera 
un autre corrélatif en y écrivant tangente au lieu de point de 
contact, ordre au lieu de classe, et réciproquement. 

397. Formules de Plûcker, — Reprenons, par exemple, 
les deux formules 

pi=:3(/i — i)n — 6^ — 8r, 
>i =z n{n — i) — 2d — 3/\ 

trouvées plus haut. On en déduira deux formules nouvelles, 
en y remplaçant v, n, p, r, d par w, v, r (nombre des tan- 
gentes inflexionnelles ou tangentes aux points de rebrous- 
sèment), p (nombre des tangentes rebroussantes ou tan- 
gentes aux points d'inflexion), et enfin 8 (nombre des tangentes 
doubles). On trouvera ainsi 

/* 1=3 (v — 2)v — 68 — 8p, 
/l = v(v — i) — 28 — 3p. 



Obgerration sur le n^ 217. 

Nous avons établi dans ce numéro qu'un point (x, /, /) d'une courbe 
.r = f (/),/= fi (<) doit être considéré comme point ordinaire, si les dé- 
rivée x\ x", ...,y,y, ... sont unies et déterminées, et si, de plus, on 
n'a pas à la fois j:'=: o, y = o. Cette démonstration est fondée sur ce fait, 
qu'en éliminant t entre ces équations, on obtient pour j une valeur en jr 

telle, que les dérivées ^9 -jt^ •••au point considéré soient toutes 

finies et déterminées. Il en résulte que, si (X, Y, t -hdi) est un point 
quelconque de la courbe, infiniment voisin de (or, /, /), Y — j sera dé- 
veloppable en série suivant les puissances entières et positives de X — x, 
par la formule de Taylor, ce qui est le véritable caractère d'un point 
ordinaire. 

On doit toutefois remarquer qu'il peut se faire qu'on obtienne le même 
point (or, x) en assignant au paramètre une autre valeur tx différente de /. 
Dans ce cas, les points de la courbe correspondant aux valeurs i -^dt 
du paramètre ne seront pas les seuls qui soient infiniment voisins du 
point (x, y), n y en aura d'autres, correspondant aux valeurs /i + r// infi- 
niment voisines de /i, lesquels constitueront une seconde branche de la 
courbe, rencontrant la première en x, y. Ce point sera donc un point 
multiple, si l'on considère l'ensemble de la courbe, bien qu'étant un 
point ordinaire sur la branche correspondant aux points / + dty si on 
l'envisage isolément. 

Soit, par exemple, 

d'où 



v/iH-or, ^«i— v/i 



X, 



On obtient le point x s^ a o soit en ^posant / = i, soit en posant / = — i. 
L'origine est donc un point double, ce qu'on vérifierait aisément en chas- 
sant le radical. Aux valeurs d e t infi niment voisines de + 1 correspond la 
branche de courbe ^ = -4- x y^i ■+■ x ; à celles qui sont voisines de — i, 
la branche j^ — xv/i-Hx. Sur chacune de ces branches, considérée 
isolément, l'origine se comporte comme un point ordinaire. 

Les théorèmes des n"* 222 et 2iS8 comportent des observations ana* 
logues. 

FIN DU TOME PREMIER. 
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